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第 一 章 ”概率 论 的 基本 概念 


31.1 随机 事件 与 随机 变 随 


在 自然 科学 和 社会 科学 的 研究 中 ; 随 着 人 和 们 认识 的 不 断 发 展 ， 
发 现 容 现 现象 大 体 可 分 为 两 太 类 ;确定 性 现象 和 非 确 定性 现象 . 

确定 性 现象 的 共同 特点 是 在 准确 重复 某 些 条 件 时 , 它 的 结果 
总 是 确定 的 ;或 者 根据 它 过 去 的 状态 ,在 一 定 条 件 下 完全 可 以 预言 
将 来 的 发 展 情况 . 例如 ,同性 电荷 必然 相互 排 上 矿 ; 在 标准 大 气压 下 
纯 水 在 100 亿 时 必 沸 腾 , 在 0 必 时 必 结 体 ;在 恒 力 作用 下 的 质点 作 
等 加 速 运动 等 等 . 研究 确定 性 现象 的 规 体 性 ,可 借助 于 诸如 数学 
分 析 , 几何、 代数 、 微 分 方程 等 我 们 熟悉 的 数学 工具 . 

非 确 定性 现象 具有 事前 不 可 预 言 性 , 即 在 相同 条 件 下 对 其 司 
重复 试验 ,每 次 结果 未 必 相 同 ,或 者 知道 它 过 去 的 状态 ,事前 却 不 
能 预知 未 来 的 情况 ; 璧 如 : 

1. 抛 一 核 均 与 硬币 若 于 次 ,每 次 抛 之 前 都 不 知 是 否 会 出 现 正 
面 5 国 徽 面 ). 

2. 仪 内 上 其 种 型 导 的 电子 元 件 使 用 时 间 已 达 300 小 时 ,该 元 
忻 还 能 使 用 多少 小 时 ? 

3. 一 名 炮 手 ,使 用 同一 门 炮 , 按 同 样 射击 条 件 ( 初 始 速 度 v。， 
发 射 角 与 弹道 系数 所) 进行 射 击 ,但 射击 前 无 法 预测 每 次 弹 着 点 
的 确切 位 置 . 

像 上 面 各 例 所 涉及 的 非 确 定 现象 普遍 存在 ,我 们 称 这 种 不 确 

面 1 于 
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定 现象 为 随机 现象 . 

为 什么 在 随机 现象 中 ,在 相同 的 基本 条 件 下 ,试验 或 观测 结果 
会 不 完全 一 样 呢 ? 这 是 因为 除了 基本 条 件 之 外 ,客观 上 还 存在 许多 
变化 大 的 偶然 因素 ,它们 中 每 一 个 对 试验 或 观测 的 结果 影响 均 很 
小 ;但 它们 的 综合 影响 就 会 使 得 试验 或 观测 结果 产生 差异 . 壁 如 ， 
在 大 炮 射 击 时 ,炮弹 的 飞行 条 件 ( 风 力 、 气 压 、 温 度 、 温 度 等 ), 弹 药 
的 成 分 以 及 射手 的 发 射 状 态 都 不 可 能 完全 一 致 ,诸多 因素 的 影响 ， 
造成 弹 硝 点 的 偶然 性 偏差 . 

对 于 随机 现象 ,虽然 人 们 事先 无 法 预料 个 别 试验 的 确切 结果 ， 
但 人 们 经 过 长 期 实践 和 深入 研究 后 发 现 , 在 大 量 重 复试 验 和 观察 
下 ,随机 现象 的 结果 会 呈现 出 某 种 规律 性 ,历史 上 不 少 的 科学 实践 
验证 了 这 种 规律 性 十 分 明显 和 稳定 . 例如 , 抛 一 枚 均匀 硬币 ,无 法 
肯定 一 次 撒 控 会 出 现 正面 ,但 多 次 重复 抛 同一 枚 硬币 ,就 会 发 现 明 
显 的 规律 性 , 即 出 现 正 面 的 次 数 约 占 抛掷 总 数 的 一 半 . 表 1.1.1 
是 历史 上 几 位 著名 学 者 的 实验 记录 


家 1.1.1 

实验 者 抛 丘 次 数 ” 
德 ， 摩根 2048 
德 * 摩根 2048 


mn | RE 
ae 
me 
TE 
mm | 

一 

EC 


yr 


维 尼 30000 
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由 上 述 试验 记录 可 以 看 出 , 随 着 抛 挪 次 数 的 增多 ,上 比值 了 在 
0. 5 附近 摆动 

随机 现象 在 个 别 试验 中 其 结果 呈现 不 确定 性 ,在 大 量 重复 试 
验 中 其 结果 又 具有 规律 性 ,我 们 称 大 量 同 类 随机 现象 所 呈现 的 国 
有 规律 为 随机 现象 的 统计 规律 性 . 

概率 论 与 数理 统计 是 研究 随机 现象 的 统计 规律 性 的 数学 学 
科 . 


二 .随机 试验 与 随机 事件 


我 们 将 对 社会 现象 和 自然 现象 进行 观察 和 各 种 科学 实验 统称 
为 试验 . 

具有 以 下 特征 的 试验 称 之 为 随机 试验 ; 

1. 它 可 在 相同 条 忻 下 重复 进行 ; 

2. 试验 的 全 部 可 能 结果 (不 止 一 个 ), 是 在 试验 前 就 明确 的 ; 

3. 一 次 试验 结束 之 前 ,不 能 准确 预知 哪 一 个 结果 会 出 现 . 

例 1.1.1 抛 一 枚 硬币 一 次 ,观察 出 现 正 反面 情况 ,这 是 随机 
试验 , 记 为 bl. 

试验 El 的 可 能 缚 果 有 两 个 :正面 向 上 和 正面 向 下 ,试验 前 不 
知 会 出 现 正 面向 上 还 是 正 曾 向 下 ;并 且 重 复 抛 抠 同 一 枚 硬币 ,使 
E, 可 以 在 相同 条 件 下 重复 进行 . 

例 1.1.2 任意 抽取 100 只 同一 型 号 的 晶体 管 ,记录 其 中 的 
不 合格 品 个 数 . 这 也 是 随机 试验 , 记 为 EE 

在 100 只 唱 体 管 中 的 不 合格 品 个 数 可 能 是 0, 或 1, 或 2,…… 
或 100, 但 完成 测试 前 ,不 能 肯定 究 意 有 多 少 个 不 合格 品 ,而 且 试 
验 Es 也 可 在 相同 条 件 二 重复 进行 ， 

类 似 地 ,以 下 各 试验 均 为 随机 试验 ， 

EE,; 检 查 一 条 生产 线 在 24 小 时 期 间 生 产 出 的 次 品 个 数 . 

已 , :在 一 批 晶体 管 中 任 取 一 只 ,测试 它 的 电流 放大 系数 . 

=。 
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E, ;观察 一 枚 新 发 射 的 导弹 ,记录 这 枚 导弹 在 时 刻 碧 ,二 
距 地 面 的 高 度 ， 

Es: 测 量 某 团体 人 员 的 里 高 

我 们 通过 研究 随机 试验 来 研究 随机 现象 ,本 书 中 所 讨论 的 试 
验 都 是 指 湖 机 试验 . 进行 一 次 试验 ,有 这 样 或 那样 的 事情 发 生 , 它 
们 各 有 不 同 的 特性 ,彼此 之 闻 又 有 一 定 的 联系 , 称 随 机 试验 中 可 能 
发 生 也 可 能 不 发 生 的 事情 为 随机 事件 , 简称 事件 ,通常 用 大 瑟 关 文 
字母 4, 是 ,C 表 示 ， 

例 11.3 在 0,1,2;…,9 十 个 数字 中 任意 选取 一 个 ,可 有 十 
种 不 同 的 绪 果 : 

4i 二 {取得 的 数 是 1 站 ， 1 二 0,1,2,'** ,9 

还 有 其 他 的 可 能 缮 果 , 例 如 

8 二 {取得 的 数 是 奇数 }， 

C 二 {取得 的 数 大 于 5}， 

D 二 {取得 的 数 是 3 的 倍数 }. 
B,C,D,Ai;i 一 0,1;2,--…,9 都 是 随机 事件 . 

例 1L4 测试 电视 显像管 的 使 用 寿命 ,用 六 表示 其 寿命 ( 单 
和 位 ;小 时 ) ,对 任意 实数 0,4 一 (一 < 表示 随机 事件 显像管 的 
寿命 为 x+”, 另外 

B= IX 000), C= {> 5500] 

分 别 表示 “显像管 寿命 不 到 6000 小 时 "和 “显像管 寿命 超过 5500 
小 时 ”,B 和 C 也 是 随机 事件 . 

在 随机 试验 中 必然 发 生 的 事件 称 为 必然 事件 ,用 符 导 全 表 
示 , 在 随机 试验 中 必然 不 发 生 的 事件 称 为 不 可 能 覃 件 ,用 符号 表 
示 . 警 如 , 例 1.1'.4 中 若 委 0, 则 { 代 2 是 不 可 能 事件 ,而 { 工 空 
0} 是 必然 事件 ,把 必然 事 忻 和 不 可 能 事件 看 作 随 机 事件 ;对 我 们 研 
完 问 题 是 有 益 的 . 
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三 、 样 本 空间 与 随机 变量 


让 我 们 分 析 例 1. 1. 3 中 的 诸 事件 ,事件 吾 可 看 成 由 事件 4:， 
da ds 4 ds 组 合 而 成 ,入 也 是 由 部 分 4, 组 成 ,而 4 一 0， 
1 2:，…:9 这 十 个 事件 具有 “最 简单 ”的 “不 可 分 "形式 . 另外 ,每 做 
一 次 例 1.1.3 中 的 试验 ,十 个 事件 4,i= 二 0,1,…,9 中 必 有 一 个 发 
生 , 旦 不 可 能 有 两 个 同时 发 生 类似 地 , 例 1.1.4 中 的 事件 {X= 
z+ 也 是 形式 最 简单 的 事件 ,并且 每 测试 一 只 显像管 , 它 的 实际 使 
用 寿命 只 能 取 一 个 确定 实数 . 

称 在 随机 试验 五 中 必 发 生 一 个 且 仅 发 生 一 个 的 最 简单 事件 
为 试验 的 基本 事件 ,由 项 干 基本 事件 组 合 而 成 的 事件 称 为 合 合 
事件 . 

例 1.1.3 中 的 4ir=0,1,2,…， 9 和 例 1,1.4 中 的 {X=x} ,x 
>0 都 是 基本 事件 ,其 他 事件 则 是 复合 事件 ， 

一 个 事件 是 知 为 基本 事件 是 相对 于 试验 目的 而 高 的 . 如 试验 
Ee, 若 试验 的 目的 仅 是 测量 人 的 身高 ;对 任意 实数 z>0, 事 件 “ 测 
得 人 的 身高 是 +” 都 是 基本 事件 ;这 时 试验 E。 有 无 穷 多 个 基本 事 
忻 ， 若 测量 人 的 身高 是 为 了 判断 彝 和 车 是 否 需 要 购 全 票 、 购 半 票 或 
锡 票 ,这 时 仅 有 三 个 基本 事件 . 

我 们 用 集合 表示 事件 ; 对 于 随机 试验 E 的 每 一 基本 事件 ,用 
一 个 只 包 舍 一 个 元 于 呈 的 单元 素 集 {o} 表示 :由 若干 基本 事件 组 
成 的 复兴 事件 , 则 用 对 应 的 若干 个 元 过 所 组 成 的 集合 表示 ;由 全 体 
基本 事件 所 对 应 的 全 部 元 案 组 成 的 集合 , 称 为 随机 试验 EE 的 样本 
空间 , 称 样本 空间 的 每 一 个 元 素 % 为 样本 点 . 若 wE 4, 表示 事件 
4 发生， 

样本 空间 看 作 事 件 是 必然 事件 ;样本 空间 仍 用 司 表示 . 试验 
E 的 任 一 事件 都 是 样本 空间 的 子 集 , 记 为 ACA. 

试验 El 有 两 个 基本 事件 

te 一 《 正 而 }， {ws} 二 {反面 } 
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风 L! 的 样本 空间 “一 {wswz} 一 {正面 ;反面 }-. 
例 1.1.3 中 的 试验 上 E 有 十 个 基本 事件 ;A 二 {ww) ,wi 二 1,1 二 0， 
1;2,…*… ,9, 则 三 的 样本 空间 为 
站 一 {10,1,2， 9) 
而 且 随 机 事件 
B= {1,3,5,7,9} 
C= {6,7,8,9} 
D= 13,6,9} 
都 是 样本 空间 归 的 子 集 - 
其 他 试验 E; 的 样本 空间 人 0; 分 别 是 
={0,1;2,"* ,100} 
人 一 400,12 NN} ;其 中 NN 为 24 小 时 内 所 上 生产 的 产品 总 


人 二 [pp>0} 为 电流 放大 系数 

5 一 人 (用 herr 下) 0 一 1 2 1 

= {rr m0} 

样本 空间 这 个 概念 能 使 我 们 更 好 地 把 握 随机 现象 的 本 质 , 使 
研究 结果 更 具 广 泛 性 - 例如 , 仅 包 含 两 个 样本 点 的 样本 空间 能 作 
为 抛 硬币 出 现 正 反面 的 模型 ,也 可 用 来 描述 射击 是 否 “ 中 靶 ” ,产品 
检验 出 现 “ 合 格 品 ” 及 “不 合格 品 ” 等 等 类 似 问 题 ,尽管 问题 的 实际 
内 容 各 色 各 异 , 但 应 用 样本 空间 后 却 能 归结 为 相同 的 概 罕 模型 . 

例 1,1.3 和 例 1.1.4 中 随机 试验 的 结果 直接 对 应 一 个 数值， 
但 有 些 随 机 试验 的 结果 不 一 定 是 数值 结果 ,如 抛 一 枚 均 久 硬币 的 
结果 是 “正面 "和 “反面 ”. 为 了 深入 研究 随机 现象 ,需要 将 随机 试 
验 的 结果 数量 化 , 即 用 一 个 变量 来 描述 试验 结果 , 从 面 用 量化 分 析 
方法 来 研究 随机 现象 的 统计 规律 . 

例 1.1.5 将 一 榨 均 匀 硬 币 连续 抛 两 次 ,用 互 .了 分 别 表 示 醒 
币 的 正 、 反 面 , 其 样本 空间 为 

好 一 (HHHT,TH,TT)} 
+ 
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可 令 X(TT)}=0,XCHT)=X(TH)=1,X(HH)=2 
X 的 实际 意义 是 两 次 抛掷 中 正面 互 出 现 的 次 数 , 它 是 定义 在 
样本 空间 只 上 的 变量 , 称 XX 是 一 个 随机 变量 ,X 完整 地 描述 了 该 
试验 的 全 部 结果 . 
例 1.1.6 某 射手 连续 向 一 目标 射击 ,直至 命中 为 止 , 令 
tw? 二 {前 i 一 1 次 均 未 命中 第 ;次 命中 目标 } ,i 一 1,2,… 
则 试验 的 样本 空间 为 4= {ww2，…} 
射击 次 数 了 为 
1， 寺 = 
2 人 二 


Y= Y(w) 一 


fy 如 二 


蕊 是 样本 点 % 的 隙 数 ,此 函数 的 取 值 到 决 于 试验 的 结果 .YY 也 是 
一 个 随机 变量 . 
通常 对 随机 变量 和, 记 
{= {ww) 扫地 } 
{KX 一 x = {vA (Cw) = x) 
它们 都 是 随机 事件 . 如 例 1. 1.5 中 的 随机 变量 蔷 有 
{X=0} = {TT}, {X=2}= (HH} 


四 、 事 件 的 关系 与 运算 


事件 是 样本 空间 的 子 集 , 因 而 事件 疗 的 关系 与 运算 可 按照 集 
合 论 中 集合 之 间 的 关系 和 运算 来 处 理 . 下 面 给 出 这 些 关系 和 运算 


在 概率 论 中 的 提 法 和 含义 . 

设 试验 的 样本 空间 为 虽 , 而 事件 4, 呈 ,4 一 1,2 是 站 
的 子 集 

1. 包含 关系 ;4 斑 喇 , 印 事 件 4 发 生 必 然 导 致 事 性 总 发 生 , 则 
称 事件 8 包含 事件 4. 


在 试验 五 : 中 ,考虑 事件 
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4 一 4400 只 晶体 管 中 恰 有 3 只 不 合格 } 
8 二 1109 只 晶体 管 中 不 合格 呈 数 不 超过 5 只 } 
则 有 A 呈 B. 

对 例 1.1.4 中 电子 显像管 的 使 用 寿命 匀 , 当 实 数 x 三 zx, 则 
{XT CA 人 Sr). 

对 任 一 事件 4, 都 有 CA4C9. 

若 ACB 上 且 BC4, 则 称 生 与 吾 相 等 , 记 为 4 一 有. 

2. 和 襄 忻 :事件 4UB= {wlwE A 或 wEB} 称 为 事件 4 与 事 
件 B 的 和 ,; 即 当 且 仅 当 有 和 B 中 至 少 有 一 个 发 生 时 ,事件 AUB 
发 生 . 

类 似 地 ， 称 UAs 为 天 个 事件 A 的 和 事件 ; 称 U 4 
为 可 列 个 事件 4: ,4 … 的 和 事件 

例 1.1.7 在 试验 E; 中 , 令 

4 = { 产 品 中 有 次 品 } 
4 一 《产品 中 有 上 性 钦 品 } 半生 1，2 
则 A=UA 
若 将 此 试验 改 为 在 生产 线 上 不 艰 时 地 进行 检查 ,直到 检查 出 
一 件 次 品 为 止 , 若 
吾 一 (检查 出 次 品 几 
Bi 一 {第 上 次 检验 查 到 次 品 ) 
则 显然 有 
是 =UB, 

3- 积 事件 :事件 4 门 3= {wlwE A 且 wEB} 称 为 事件 A 与 事 
御 豆 的 积 . 即 当 且 仅 当 4 和 8B 同时 发 生 时 ;事件 A 站 mB 发生,4 
门 B 也 记 和 作 AB. 

关羽 地 ， 称 站 4: 一 4i42…4， 为 zn 个 事件 A dm 的 积 


事件 ; 称 站 44 为 可 列 个 事件 4, ,4:，… 的 积 事件 ， 
。 名 * 
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在 例 1,.1.3 中 
B NC ={ 取 得 的 数 是 奇数 ) 站 《取得 的 数 大 于 51 
二 {取得 的 数 是 7 或 91 
至 站 五 一 { 取 得 的 数 是 奇数 上 门 (取得 3 的 倍数 } 
二 {取得 的 数 是 3 或 9} 
例 1.1.4 中 的 电子 显像管 的 使 用 等 合式 ,有 
{X > 5500) 站 {XE 6000} = {5500 < X6000} 

4. 互 不 相 容 事件 :车 4 门 巨 一 %, 称 事件 4 与 8B 互 不 相 容 (或 
称 它们 是 互 斥 的 )， 即 指 事件 4 和 事件 B 不 能 辐 时 发 生 ， 

任意 事件 4 和 不 可 能 事件 » 互 不 相 容 . 

例 1.1.4 中 事件 {了 X=5500) 与 {二 6000} 蚌 互 不 相 容 事件 - 
而 事件 { 和 >>6000}1 和 {X<5500} 也 是 互 斥 的 . 

如 果 4:,4:，…,4, 中 尾 意 两 个 事件 都 互 不 相 雁 5 互 斥 )， 则 称 
i 个 事件 六 1 互 不 相 容 (两 两 互 讨 ) 

事件 列 4 一 1,2,… 互 不 相 容 是 指 事件 列 的 任 准 有 限 个 事 
性 互 不 相 容 . 

例 1. 1. 3 中 十 个 事件 4A;=={ 抽 得 数 “1”} 是 互 不 相 容 的 . 

一 般 地 ,根据 基本 事件 的 定义 可 知 ,同一 随机 试验 的 基本 事件 
都 是 互 不 相 容 的 . 

5 对立 事件 : 若 A 门 B= 二 5 且 A4UB=0, 则 称 事件 4 与 事件 
B 互 为 对 立 事件 (或 称 它们 互 为 赣 事 件 )， 这 是 指 对 每 次 试验 而 
言 ,事件 如 与 B 中 必 有 一 个 发 生 , 并 且 仪 有 一 个 发 生 ， 

事件 4 的 对 立 事件 记 为 4, 即 向 一 次 试验 “4 不 发 生 ” 这 一 事 
件 . 

在 例 1. 1.3 中 ,事件 B= {取得 奇数 }, 其 对 立 事件 为 8 二 { 取 

得 侦 数 }. 

例 1.1. 4 中 ,因为 

{ > 6000} 门 {XR 5000} =$ 

且 {X6000} UU {X6000}= 二 4 
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它们 互 为 对 立 事件 , 即 有 
{XX > 6000} 一 人 所 6000} 

和 {X6000}= (X>6000} 

6 盖 嘉 件 :事件 4 一 8={twlwE 4 且 weEB} 称 为 事件 4 与 B 
的 羔 事 件 ， 当 且 仅 当 4 发 生 而 8 不 发 生 时 事件 妆 一 B 发 生 ， 

按照 对 立 事件 的 概念 ,有 

A—B= AB, A=0—A 
在 重 1.1.4 中 ,对 实数 二 xs; 有 
{A A Ts} 1 ss 1 = {XX zx} 门 {RT 
一 1 < 去 2 

在 上 述 概 念 中 ,我 们 将 样本 空间 看 成 全 集 ; 事 件 的 各 种 关系 和 
运算 对 应 样本 空间 子 集 间 的 相应 关系 和 运算 ,故我 们 可 以 用 集合 
论 中 文 氏 图 (Venn 图 ) 来 表示 事件 的 关系 和 运算 ,如 图 1.1.1 所 
A 

在 进行 事件 运算 时 ,常用 到 下 述 运 算 规 律 ， 

1. 交换 律 :AUB=BUA,AB=BA; 

2。 结合 律 :AU CBU0O)=CAUBYUC,A(BOC)= (ABIC; 

3. 分 配 律 :ACBUC) 一 (4B)U CAC)， 

AU CBNMNMO= CAUB)N CAUO), 
ALB—0)=(AB)— (ACD} 
4. 德 ， 摩根 CDe Morgan) 公 式 ; 
AUB=ANMB, ANMB=AUE. 

其 中 第 3 条 和 第 4 条 可 以 推广 到 有 限 个 或 可 列 无 穷 个 事件 的 情 
形 , 如 


NA = U4,, 门 4 = LA. 

于 1 上 el 上 下 ] A=1 
例 1.1.8 证 明 ;:A 一 B==A 一 AB,(ALB) 一 B=A 一 B. 
证 ;A 一 B =AB=A(M—B8}=AN—AB 

。 ]O = 
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=A—AB,， 
(AUB}—B=tAUBD NEB=ABUBS 
=(A4—B)U#=A—B. 
例 1.1.9 某 射 手 向 一 目标 射击 三 次 , 令 
4 二 {第 i 次 命中 目标 } ,1 二 1,2,3 
总) 一 {在 三 次 射击 中 , 恰 命 中 j 次 } ,1 一 0,1,2,3 
出 B= AlAsAs= A UA, UA;, 
B= AlAAUA AA A .AA;, 
B= AAAU AAA A A,A,, 
B,= AiA,A,. 
千 令 Cj; 二 {在 三 次 射击 中 ,至 少 命中 j 次},j 一 1,2,3, 则 有 
C= AU A,U A 
Cs = AiA, UYU A.A: LU AlA, 


+ ]i* 
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C0, — B; 一 44 
例 1.1.10 设 茶 电子 系统 由 个 元 件 e1,e:，… ,es 组 成 , 令 
和 AA 二 {元件 ei 正常 工作 } ,站 二 1 ,2,…* sn 
9 一 《系统 工作 正常 } 
则 在 并 联系 统 ( 如 图 1. 1. 2(a}) 所 示 ) 中 ,系统 工作 正常 的 事件 为 
5 一 { 元 件 eye，…，ex 中 至 少 有 一 个 工作 正常 一 口 4 
5 一 { 系 统 工作 失效 } 
一 {elyez，sen 全 部 工作 失效 } 
= 人 
在 申 联 系统 (如 图 1.1.2(5) 所 示 ) 中 ,系统 工作 正常 的 事件 为 
S 二 {e202 "ser 都 正常 工作 } = 们 及 
整个 系统 工作 失效 的 事件 是 
S 二 {elyezyen 至 少 有 一 个 工作 失效 } = UA 


Le 
py 
Ws 


《上 小 


图 1.1.2 
31.2 概 紊 
一 .概率 


概率 是 什么 ?人 们 对 概率 这 个 数学 术语 不 一 定 清楚 , 却 往 往 有 


中 |] * 
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意 或 无 意 地 使 用 它 - 对 问题 明天 是 否 会 下 南 ?”, 有 人 会 说 :我 有 
80 多 的 把 握 断 定 明 夫 不 会 下 十 . "每 个 购买 福利 彩票 的 人 ,都 关心 
投入 一 定 资金 ;获得 涉 等 奖 的 可 能 性 有 多 大 ,这 些 问题 实际 上 莉 涉 
及 了 随机 事件 的 概率 . 

随机 试验 中 的 随机 事件 ,有 可 能 发 生 , 也 有 可 能 不 发 生 , 人 们 
不 能 事前 预知 ,但 它们 发 生 的 可 能 性 大 小 却 是 客观 存在 的 ,不 依 人 
们 的 主观 意志 为 转移 . 例如 ,元 一 颗 山 子 , 出 现 偶数 点 的 可 能 性 大 
于 愉 出 现 6 点 的 可 能 性 ;购买 福利 彩票 获得 头 奖 的 可 能 性 远 远 小 
于 获得 昆 奖 的 可 能 性 随机 事件 发 生 可 能 性 大 小 是 一 个 客观 存在 
的 量 

概率 是 对 随机 事件 发 生 本 能 大 小 的 客观 量度 - 事件 4 的 概 
率 记 为 PCA). 

在 概率 论 的 发 展 过 程 中 ,人 们 针对 不 同 的 癌 题 ,从 不 同 的 角度 
给 出 了 定义 概率 和 计算 概率 的 各 种 方法 


二 ,频率 


人 和 们 容易 接受 这 种 说 法 ; 当 一 个 事件 发 生 的 可 能 性 大 (小 ) ,在 
相同 条 件 下 重复 进行 苦于 次 试验 ,该 事件 发 生 的 次 数 就 名 : 少 ), 因 
而 ,下 面 引进 的 数量 指标 能 在 一 定 程 度 上 反映 事件 发 生 的 可 能 性 
大 小 ， 

定 光 1.2.1 设 在 相向 条 忻 下 ,进行 # 次 试验 ,事件 4 发 生 了 
mm 次 , 称 比 值 


了 (4) 一 二 (1. 2, 1) 


为 事件 4 发 生 的 频率 
回顾 $1.1 节 的 表 1.1.1， 表 中 列 出 了 各 个 实验 者 对 于 < 抛 
币 出 现 正面 "这 一 事件 所 算得 的 频率 值 ， 从 表 中 可 观察 到 不 同 实 
验 者 所 得 的 频率 是 不 疝 的 ,甚至 同一 实验 者 所 做 不 同 序 号 的 实验 ， 
其 频率 也 是 相 异 的 一 个 事件 发 生 的 本 能 狂 大 小 是 确定 的 ,因此 
* 3 = 
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频率 虽然 能 在 一 定 程 度 反 映 事件 发 生 可 能 性 的 大 小 . 却 不 是 它 的 
客观 量度 ,就 是 说 频率 不 是 概率 . 另 一 方面 ,从 表 中 我 们 也 可 以 观 
罕 出 , 随 着 搬 接 次 数 的 增多 ,出现 正面 "这 一 事件 的 括 率 在 1/2 附 
近 摆 动 , 渐 趋 稳定 - 

例 1.2.1 检查 一 大 批 同型 号 的 产品 ,其 绪 果 如 表 1.2.1 所 
示 ， 


可 2.1 


om || om | 2 


从 表 中 数据 可 见 , 虽 然 抽 到 合格 品 的 件数 是 随机 的 ,但 随 着 抽 
取 性 数 的 增多 ,“ 抽 得 合格 品 ”的 频率 值 逐渐 稳定 于 数 0. 9. 

一 般 来 讲 , 在 相同 的 条 件 下 重复 进行 试验 , 随 着 试验 次 数 二 
多 ,事件 的 闫 率 总 在 某 一 常数 的 附近 摆动 ,并 且 出 现 较 大 偏差 的 可 
能 性 很 小 ,我 们 称 频率 的 这 一 性 质 为 频率 的 稳定 性 . 第 五 章 的 大 
数 定 律 将 揭示 频率 稳定 性 的 确切 含意 ,并 且 可 知事 件 4 的 频率 就 
稳定 于 事件 4 的 概率 PCA). 因而 在 工程 实用 中 , 常 进行 较 多 次 
数 的 重复 试验 ,算得 频率 作为 概率 的 近似 值 . 


定义 1.2.2 设 E 是 一 个 随机 试验 , 若 它 满足 以 下 两 个 条 件 : 
(1) 仅 有 有 限 个 基 率 事件 ; 

(2) 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相等 . 

称 五 为 古典 概 概 的 试验 

古典 概 型 试验 的 样本 空间 仅 有 有 概 个 样 率 点 . 

抛 一 枚 均匀 硬币 试验 E, 是 古典 概 型 试验 ; 例 1. 1. 3 中 的 抽取 
四 14 兴 
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数字 试验 也 昆 古典 概 型 试验 ,而 鲍 1.1.2 中 抽取 100 只 晶体 管 进 
行 检查 ,观察 其 中 的 不 合格 唱 数 ,此 试验 则 不 是 古典 概 型 试验 , 因 
为 它 虽 仅 有 有 限 基本 事件 ,但 每 个 基本 事件 出 现 的 可 能 性 不 均等 ， 

定义 123 设 试验 互 为 古典 概 型 试验 ,4 一 1 2 是 


全 体 基 本 事件 , 则 由 
_ 也 所 人 祝 的 基本 事件 个 数 
PA) 一 某 本 事件 总 数 (ls2:2) 
所 确定 的 概率 称 为 事件 4 的 古典 概率 . 


例 1.2.2 将 两 堪 均 名 改 子 撕 一 次 , 设 
4 一 《两 颗 般 子 的 点 数 之 和 不 小 于 6}， 
一 《两 颗 融 子 的 点 数 相 同 }， 
求 各 事件 4, 有 ,4UB,4N8 的 概率 ， 
抑 ”此 试验 的 样本 空间 吃 由 36 个 样本 点 组 成 ,用 避 , 旋 代表 
第 一 颖 改 子 的 点 数 为 i 同时 第 二 颗 骨 子 的 点 数 为 j. 


《1,1) 
{2,1) 
{3,1) 
{4,1) 
5,1) 
(6:1) 


《1 ,2) 
(2,2) 
{3,2) 
{4,2) 
(5,2) 
(6,2) 


(1 ,3) 
(2,3) 
(3,3) 
{4,3) 
{5,3) 
(8,3) 


{1,4) 
(2,4) 
(3,4) 
{4,4 
(5 ,4) 
(6,4) 


(1,5) 
(2;5) 
(3,5) 
(4,5) 
‘(5:5) 
《6:5) 


《1 6) 
《26 
(3,6) 
{4,6) 
(5,6) 
(8,6) 


即 试验 有 36 个 基本 事件 , 且 各 基本 事件 出 现 的 可 能 性 是 均等 的 ， 
经 计算 各 事件 所 含 基 本 事件 数 ,可 得 


26 
P(A = 36， 
6 28 

PP = 二 
CB) 36? 已 (和 LB) 36? 


P(ANB) = 二， 


例 1.2.3 某 城 市 的 电话 号 码 是 6 位 数码 ,并 且 每 一 个 6 位 
数码 都 对 应 于 一 部 电话 机 . 如 果 从 电话 号 码 血 中 随意 指定 一 个 电 
三 15 昌 


i je ti et i 
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话 号 码 , 求 ， 

(1 号码 的 头 两 位 是 “55" 的 概率 ; 

(2) 头 两 位 号 码 都 不 超过 5 的 概率 ; 

(3) 六 位 数码 全 不 相同 的 概率 - 

解 ” 设 基本 事件 为 

4s = { 指 中 电话 禾 中 第 个 电话 号 码 } 站 一 1,2，… 
其 中 一 10 为 不 同 的 电话 导 码 的 总 数 ， 并 假设 各 个 电话 号 码 被 
指定 的 可 能 性 相等 ,这 是 一 个 古 焉 要 型 试验 . 

(1) 由 于 已 指定 头 两 位 为 <55”, 而 “0,1,2,…,9” 十 个 数码 可 任 
意 填写 在 后 4 个 位 置 , 故 


帮 
POB) = 0 — 0.01 


(2) 头 两 位 不 超过 5” 表明 内 能 用 “0,1,2,3,4,5” 填 写 在 头 两 
个 位 置 上 ,有 6 种 不 同 的 方式 ,后 4 个 位 置 仍 可 从 十 个 数码 中 任 
意 选 择 , 故 


多 汪 
P(B) 一 上 人 = 0. 36 


(3) 六 位 数码 全 不 相同 相当 于 不 允许 重复 的 不 完全 排列 ;有 
Po 
P(B) = = 0.1512 
例 1.2.4 设 有 w 个 人 ,每 个 人 都 等 可 能 地 被 分 配 到 NN 个 房 
间 中 的 任意 一 间 去 住 (nN), 求 下 列 事件 的 概率 . 
《1 指定 的 ”个 房间 各 有 一 个 人 住 ; 
《2 恰好 有 个 房间 ,每 同 各 住 一 人 . 
解 设 4 一 { 指 定 的 间 房 各 住 一 人 上 
B={ 愉 有 个 房间 ,每 间 各 和 住 一 人 }. 
显然 基本 事件 总 数 为 N", 指 定 的 7 个 房间 各 和 住 一 人 ,有 nl 种 不 同 
的 住 法 , 故 


P(A) = 各 
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共 NN 间 房 中 任意 选 出” 间 住 人 上 人, 并且 每 间 各 住 一 人 ,有 “21 种 
不 同 的 方式 , 胡 
Ch * nl JI 


一 


例 芋 2 5 盒 中 装 有 10 个 同样 的 小 球 ,分 别 写 上 号 码 1,2， 
"310, 从 盒 中 任 取 三 个 球 , 试 求 三 个 球 的 第 二 大 的 号 码 恰 是 4 这 
一 事件 4 的 概率 

解 ” 试 验 相 当 于 从 十 个 号 码 中 任 取 三 个 ,共有 Ci 种 不 同 的 取 
法 , 即 有 Cio 个 基本 事件 

事件 4 发 生 , 即 第 二 大 的 号 码 是 4, 则 最 小 的 号 码 在 1,2,3” 
中 取出 ,有 C3 种 不 同 的 取 法 ;最 大 的 号 码 在 "5,6,7,;8,9,10” 中 取 
出 ,有 Cs 种 不 同 的 取 法 , 故 


忆 (4) = 


人 AL 加 3 
0. 20 
在 此 例 中 ,实际 上 是 将 10 个 球 分 成 三 类 , 青 从 每 一 类 中 各 取 
一 个 - 此 例 的 更 一 般 的 提 法 是 :和 掀 中 有 :个 球 ,; 第 1 类 有 ni 个 ,第 
2 类 有 nz 个 ,第 计 类 有 2 个 ， 并 且 Mi 十 za 十 十 2 一 nm 从 物 
中 取出 dta 寺 nn) 个 球 , 求 其 中 恰 有 ds 个 第 t 奖 球 (二 1,2,*…,，M) 
的 概率 ,其 中 ddAdy=Ad dn 
用 类 似 的 解法 , 求 得 概率 为 
CaiCnze'e Ca 
f= cm 
和 性质 1.2.1 古典 概率 满足 ， 
《1 对 任意 事件 4 ,0<s Pa4) 生 1; 
2)P(N)=1; 
(3) 若 4:,4:，…4n 互 不 相 容 , 则 


P(UA) a p27 
性 质 1 玉 性 质 2 显然 成 立 ; 现 在 证 明和 性 质 3. 


C1. 2. 3) 


" 17 * 


pDF 文件 使 用 "pdfFfactory” 试用 版 本 创建 www fineprint com cn 


证 设 4， 会 有 KEAn) 个 基本 事件 ,i 一 1,2,-… ;zm; 基 本 事 
件 总 数 为 ” 则 有 


PiA.) 一 ,i 一 一 下 2 


由 于 册 一 1 2 站 2 和 互 不 相 容 ; 则 UA 含有 之 sh 个 不 同 的 基本 


事件 ,因此 
PC0A = 
四 ,概率 的 公理 化 定义 与 性 质 


古典 概率 仪 对 古典 概 型 试验 给 出 概率 定 头 ,有 着 不 可 避免 的 
理论 上 的 缺陷 和 应 用 上 的 局 限 性 . 这 里 采 用 数学 抽象 化 的 方法 ， 
建立 概率 的 公理 化 定义 . 

定义 1.2.4 设 随 机 试验 5 的 样本 空间 为 避 2, 着 对 于 上 的 每 
一 事件 4 都 对 应 一 个 实数 P(4) ,其 对 应 规则 满足 以 下 三 条 : 

1《“ 非 负 性 ) 对 任 一 事件 4, 有 0<P44) 委 1 

2. (规范 性 ) PC 一 1; 

3.《 可 列 可 加 性 ?对 三 的 互 不 相 容 事 件 列 4 4 有 

PCU4) = >)P(4) (1. 2. 4) 
称 P(A4) 是 事件 4 的 概率 . 

由 概率 的 公理 化 定义 ,可 以 推 得 概率 的 部 分 重要 性 质 . 

性 质 1.2.2 概率 具有 以 下 性 质 : 

1. Pd)=0:; 

2. 《有 限 可 加 性 ) 若 试验 E 的 事件 组 41 ,#4，,… ,A。 互 不 相 容 ， 


则 有 P(UA4D) = P(A) 
3， 对 任何 事件 有 有 P(A) 十 P(AD)=1; 
4. {单调 性 } 若 事件 4A 和 B 满足 4ACCB; 则 P(A) 之 PC(B8) 和 
名。 
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P(B—A) 二 PC(B) 一 P(A 成 立 . 
证 1.$=$U$U*…, 由 概率 的 可 列 可 加 性 ,有 
Pt) = PD P(t. 
故 有 P(#)=0 
2. 在 式 (1,. 2， 4) 中 令 有 二 及 ws 二 "二 名 注意 到 PP) 一 上 0， 


得 
P(A) P(UA) = 22P(A) a >IP (A) 
3, 因 有 UA=0,AA=#, 由 概率 的 有 限 可 加 性 得 
1 = PUD = POA U A) = PC4) + POA) 
4， 如 图 1. 2. 1 所 示 ; 有 
B=AU(B—- AHAN(GB— A)=$ 
由 概率 的 有 限 可 加 性 
P(B) = P(A) + P(B— A) 
即 P(B—A)=P(B)—P(A) 


又 因 了 PB 一 入 之 0, 故 PCODP(BY. 


图 1.2.1 图 1.2.2 
例 1.2.6 证 明 对 试验 EE 的 两 个 事件 有 友和 BB 有 
(DPCiA—B)= P(A — PAB); 
C2 P(A—B)= P(AUB)—P(B). 
证 在 例 1.1.8 中 我 们 已 证 得 
A—B=A— AB, A—B=(AUB—B 
注意 到 4BC4,BRC4UB 均 成 立 , 利 用 概率 的 单调 性 可 得 


" lO* 
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PilA— B= P(A) — PABY, PCA— B= PAU BY— PC(B) 
此 例 中 的 绩 论 也 可 利用 概率 性 质 另 行 证 明 . 
性 质 1.2.3 (概率 加 法 定理 ) 对 试验 5E 的 任意 两 个 事件 4， 
情 , 有 
PIALUB)= P(A PCB) — PCAB) (1, 2. 5) 
证 由 图 1.2.2 可 见 ,AUB=AULB 一 CAB})1,A 与 [8 一 
(CAB)J 互 不 相 容 ;并且 4C 吾 , 故 
PtA YU BY =P(A) + PLB — (AB)| 
一 已 (4) 二 + Pt(B) 一 P(AB) 
用 数学 归纳 法 可 将 概率 加 法 定理 推广 到 任意 有 限 个 事件 的 情 
形 ; 
POAU A U1 UA) 
= PANDO— >) POAAD+ >, PlAiAjA) 
| li je lj hn 
一 … 十 (一 1 A A) (1, 2. 6) 
概率 的 公理 北 定 义 及 性 质 ,为 概率 的 计算 提供 了 更 完善 的 理 
论 恢 据 和 极 大 的 便利 ， 
例 1.2.7 上 古典 概率 定义 是 公理 化 定义 的 特例 、， 
设 = 4 yao ;wo 是 古典 概 型 试验 E 的 样本 空间 ,其 基本 
事件 组 2 二 tw i 二 1;2,… yn 是 互 不 相 容 的 ;各 个 基本 事件 发 生 
的 可 能 性 是 均等 的 . 根据 概率 的 有 限 可 加 性 ,有 


1 一 nn) 一 POUA) -= SP A) = neeA,) 
故 P(A) = 11 2 
者 事件 4 包含 上 个 基本 事件 ,再 由 概率 的 有 限 可 加 性 ,得 
天 
P(A)=—. 


例 12.8 从 1I 一 20600 中 企 取 一 整数 , 求 取 到 的 整数 能 被 6 
或 者 8 整除 的 概率 . 
#4 PO * 
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解 朗 A4=( 取 得 的 数 能 局 6 整除 ;， 


则 所 求 概率 为 
P(A B) = POA) + PCB}) — P(AB) 
因 333< 2 <334， 一 250 
故 太 与 B 所 含 基本 事件 数 分 别 为 333 和 250, 网 时 能 被 6 和 8 整 
除 的 数 , 也 就 是 能 被 24 整除 的 数 , 由 于 
83 一 人 < 84 
得 AB 的 基本 事件 数 为 83. 


P(A LB} 一 PC4) + PB) 一 P(AB) 
333 ， 250 83 1 


2000 2000 2000 4 
例 1.2.9 盒 中 装 有 50 块 回 体 组 件 , 其 中 有 15 块 次 品 , 共 中 
任 取 10 块 , 求 ， 
(1) 至 多 有 两 块 次 品 的 概率 p1; 
《20 至少 有 一 块 次 品 的 概率 p; 
解 设 4=! 取 出 的 10 抉 中 恰 有 + 块 次 品 ) ,i 二 0,1,2,…， 
10, 这 11 个 事件 互 不 相 容 , 鼓 
Pi =PCAo UY A AD = POA) + POA + P(A,) 
cE Clic CC 
Ci Cio C30 
一 0.01795 十 0 1031 十 0. 2406 = 0,. 3616 
Pi =POA U A UUA4o 一 Pd 一 1 一 已 (4o) 
一 | - 合 = 1 — 0.0179 = 0. 982] 
例 1.2.10 有 十 张 分 别 标 有 数 1,2,… ,10 的 卡片 ,从 中 尾 取 
两 张 , 求 两 张 卡片 上 的 数 之 和 等 于 10 的 概率 . 
解 用 X 和 了 分 别 表示 抽取 出 的 卡片 上 的 两 个 数 ,事件 组 
。 21 。 
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(X=,Y=10—j= {X= NN {y=10—70) =1,2,%,10 
是 互 不 相 容 的 ,两 数 之 和 为 10 的 事件 为 
(X+Y= 10】 Utx i,Y=10—1) 


所 求 概率 
P{X+Y= 10) 和 
> 和 9 和 
31.3 条 件 概 奉 
一 、\ 条 件 概 率 


条 件 概 率 是 一 个 重要 的 概念 , 它 是 在 已 知事 件 8 发 生 的 条 件 
下 ,; 率 件 4 发 生 可 能 性 大 小 的 客观 量度 , 记 为 P(A418)， 由 于 诸 事 
件 之 闻 往 往 有 一 定 联 系 ,因而 事件 BB 发 生 以 后 ,事件 4 的 概率 可 
能 会 发 生变 化 . 

例 1.3.1 检验 茶 种 元 件 的 两 个 指标 I 和 fw; 两 个 指标 必须 
均 合 格 才 认为 元 件 合格 . 现 有 100 件 产 品 ,其 中 合格 品 有 30 件 ， 
而 I 指标 合格 的 有 50 件 . 从 到 指标 合格 品 中 任 取 一 件 , 求 它 是 
合格 品 的 概率 . 

解 设 4= {抽出 合格 产品 ; 

3 一 { 质 出 的 产品 I 指标 合格 } 


有 PC4)= PC4B) 一 2 


100 
所 求 概 率 为 


30 30/100 _ P(AB) 
FAIB? =— 50 507100  P(B) 


例 1.3.2 两 位 工人 人 加 工 同 一 种 零件 共 100 个 , 甲 加 工 了 40 
本 ?2 本 
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个 ,其 中 35 个 是 合格 品 : 己 可 工 了 60 个 ,其 中 有 50 个 侣 格 . 设 
三 二 {从 1100 个 零件 中 任 取 一 个 是 合格 品 }， 
B= 二 {从 100 个 零件 中 任 取 一 个 , 取 到 甲 生产 的 }， 

求 概率 :P(4)、 nn P(AB).PCAIB) 和 PCBIA) 


解 PC4) 一 ja 人) 一 100， 


P(AB)=3, 


35 35/100 P(AB) 
P(AIB)= = 41607100™— PBY? 


50 S50/A00 P(AB) 
P(AIB)= 60 60/100 PCB) - 


如 果 不 顾及 上 两 例 的 具体 内 容 ; 可 引出 条 件 概率 的 定义 ， 
定 光 1.3.1 设 4,8 是 随机 试验 的 两 个 随机 事 忻 , 且 PCB) 


一 0; 称 ; 
palB) = PAAB | > 


为 在 事件 8 发 生 的 条 忻 下 ; 事 忻 4 发 生 的 条 件 概率 

和 淋 件 概率 PLA1B) 一 般 不 等 于 概率 P(A). 

性 质 1. 3.- 1 设 随 机 试验 的 样 率 空间 是 人 ;A4,B,A4 ,A4;,… 
都 是 EE 的 事件 ,着 PCB)>0, 则 

(1) 对 每 一 事件 4, 有 0<P(A|B)<1; 

(2) PDB) 一 1; 

(2) 车 事件 列 A1, 4s,… 互 不 相 容 ,有 

Pt Ua 1B) = SpANB) 

证 (1) 与 (2) 请 自 证 . 

《3) 因 4 4… 互 不 相 容 ,故事 件 询 4.B,4,B8,… 也 互 不 相 
容 , 由 概率 的 可 列 可 加 性 ,有 
PLCU A) N 8] PLU (4.8)] 
PB ~ PB 


POU Ai) = 


03. 


dle er 
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DPCAIB] _ 
-二 0 一 = 之 光一 SP CAB) 

性 质 1. 3. ] 说 明 条 件 概率 满足 概率 定义 中 的 三 三 条 公理 ,类 似 
于 1.2 节 , 可 以 证 明 关于 概率 的 一 系列 性 质 同样 适用 于 条 件 概 
率 ， 

例 1.3,3 证 明 ， 

(DPCOAIB)+P(A|IB)=1; 

(2)PCA UY ANB)=PCA IBI+PCA NB — PALANB) 


, “7,» _ P(AB), POAB) 
证 (P(A1B8)TP(A18)= 忆 币 Y + 
_P(ABUAB) P(NB) _P(B) 


PB) PB) PCB)™! 


= _PLCALA YNMB] 


1】 
EE * P[C4:B)U (4:B)] 


= iB; [POABY+PCABI— P(A .AB)) 
=P(Ai|B)+P(A|BY— P(A A,IB) 


在 例 1.3.1 中 , 若 求 "从 工人 合格 品 中 任 取 一 个 , 它 是 不 合格 
品 ” 的 概率 为 
P(AIB)=1— P(AIB)=1— = 和 
例 1.3.4 设 竹中 装 有 编号 为 1 至 10 的 10 个 小 球 ,从 中 抽 
联 两 次 ,一 次 一 球 { 看 后 放 回 ) ,第 一 个 球 号 记 为 工 ; 第 二 个 球 号 记 
流 下;; 令 
六 一 {Xt = 4}， B= {| 十 碟 ; 二 ?7}， 
计算 P41B) 和 P(B1A). 
P(AB) P{X,=4,X,+XX=7) 
解 P(AIB)=-B0B) 一 Pf 二 =7] 
P{X=4,Xs=3} 1 of 6 _1 
= Pp{X + 7} 一 100 


100 6 
音 人 洒 竺 本 
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世 叔 本 炊 与 冰 盏 于 0 


PeiAB}Y Dimedriv™—3} 1 /110 1 


mr 


PtA)Y PP{X=4} 100/100 10 
此 例 中 我 们 注意 到 PCA1B) 关 P(A), 并 且 PCA1BY 关 PC(B1AY. 


二 ,来 注 公 式 


P(t(B|A)= 


从 条 件 概率 的 定义 直接 可 得 下 面 的 定理 . 
定理 1.3. 区 (乘法 公式 ) 设 PC(B)>>0, 则 有 
PIAB) = PC(BYP(ALB) (1. 3, 2) 
若 P(4) 半 0, 有 
PAB) = PLAIPCB|A) (led 3 
上 两 式 可 用 来 计算 两 个 事件 乘积 的 概率 . 概率 莱 法 公式 可 以 
推广 到 任意 有 限 个 事件 之 积 的 情形 , 即 
设 4: ,44 是 试验 五 的 个 事件 , 知 PA A A,_1) > 


0, 则 
P(AAy--A) =PCAVPCA, | ANP(CA, | AA,) 
-PCA A A A,)) (1. 3. 4) 
证 因为 A4. 汪 A1As 丑 … 坟 A A dd, ; 则 由 概率 的 单调 性 
PIAD 完 P(A A,) > PAAs A 1)>0 
式 C1. 3, 4) 右 端 名 个 条 件 概 率 均 有 意义 ,由 条 件 概 率 的 定义 ,有 


PIAA As) = POA) A A BC 
= POADPCA AVP A, | ALA2) PA, | A A A ,) 
例 13.5 从 装 有 10 个 白 球 和 20 个 红 球 的 盒子 中 ,第 一 次 
取出 5 个 球 以 后 ,第 二 次 又 取出 10 个 球 , 令 
所 二 {第 一 次 取出 5 个 红 球 }， 
8 二 :第 二 次 取出 5 个 红 球 和 5 个 白 球 ). 
出 PC4B) 一 PC)P(B14) 一 2 。 < 0252 
例 13.6 和 狼 中 有 a 只 白 球 ,5 只 黑 球 ,任意 取出 一 球 , 看 后 放 
回 , 并 如 入 与 取出 的 球 同色 的 <“ 只 球 , 如 此 进行 了 四 次 ， 问 前 两 次 
» 25 ， 


pl 
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出 现 黑 球 ;后 两 次 出 现 白 球 的 概率 是 包 少 ? 
解 设 和 A 二 :第 7 次 取 到 黑 球 } ,7 二 1,2,3,4, 所 求 概率 为 
PiliAAAA) =PCA NPCA, |ANPCA, |AAYIPA, |AA,A,) 
DE Re NE 
a 二 ee 在 十 百 十 六 abT2c a 3 
例 1.3.7 对 一 种 产品 进行 三 种 破坏 性 试验 ;产品 没 通 过 第 
一 种 试验 的 概率 为 0. 3; 通 过 了 第 一 种 试验 而 未 通过 第 二 种 试验 
的 概率 为 0.2; 通 过 了 前 两 种 试验 而 未 通过 第 三 种 试验 的 概率 为 
0. 1, 试 求 产品 没 通过 这 三 种 试验 的 概率 . 
解 ” 设 A 二 {产品 没 通 过 这 三 种 试验 } 
A; 一 {产品 设 通 过 第 : 种 试验 } ,i 二 1,2,3 
则 有 和 几 一 44; U 4 4: 或 有 丰 二 ALAyA， 
P(A} =1— P(A) =1— P(AA,A,) 
=] ~— PCANPCA, |ADP CA, |AA,) 
依 题 音 知 
Pt4iD) = 0.3,P(CA|A) = 0.2,P(A TAA) = 0.1 
从 而 
P(4)7 一 1 一 07X08X09 一 0.496 
万 解 4 一 44 U 4:4， U44s4:， 显 然 A AlA, 1 ALAsA, 互 涉 
相 奔 , 故 
POA) =PCA) + P(A AY + POA A,A,) 
=PCA) + PCANP CA, |A,) 
+ PLAYPCAIA PA, |A A,) 
一 0.3 十 0.7X02 十 07X08X .1=0.496 


三 ,全 概率 公式 


在 概率 的 计算 中 ,我 们 希望 从 已 知 简单 事件 的 概率 去 求 未 知 

的 较 复 杂事 忻 的 概率 ,全 概率 公式 是 重要 的 公式 ， 先 看 一 个 例子 . 

例 1.3.8 设 甲 僵 中 装 有 编号 1,2,…15 的 15 张 红 色 卡片 ; 
“26 。 
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洱 惠 论 与 数理 统计 _ 同 癌 


乙 合 中 有 编号 为 1,2,…，10 的 10 张 蝗 色 卡片 更 托 意 二 选 一 意 ， 
并 从 中 任 取 一 张 卡 片 , 求 卡片 号 码 是 偶数 的 概率 . 
观察 抽出 的 卡片 ,有 两 类 缚 果 , 一 类 是 抽 到 红色 卡片 另 一 
类 是 抽 到 白色 卡片 ， 令 
4 二 { 抽 到 侦 数 号 码 卡 片 }， 
B 二 { 抽 到 红色 卡片 } ， 
B; 二 { 抽 到 担 色 卡片 }. 
显然 有 BUB, 二 0,B8.18; 一 各 事件 4 可 "分解 为 
4 = 一 !( 抽 得 红色 个 数 卡片 } {J { 抽 得 白色 个 数 卡 片 } 
=AB, U AB, 
利用 概率 的 有 限 可 加 性 和 惕 法 公式 ,有 
PilAY =P(ABD) 十 FeAB,) 
=P(BDP(AIB) + PILBIPCA|B,) 


232"'15 2°'10™ #60 

此 例子 中 , 求 PCA) 的 关键 一 步 是 将 事件 4 分解 "成 互 不 相 
容 的 两 个 事件 . 

对 于 每 一 随机 试验 五 ,都 可 设法 将 其 样本 空间 ”分解 ”成 若干 
“部 分 ”, 即 对 全 体 基 本 事件 进行 “分 类 ”, 进 而 “分 解 " 任 何 一 个 复合 
事件 .下面 给 出 这 种 分解” 的 确切 定义 . 

定义 13.2 设 吕 为 随机 试验 E 的 样本 空间 ,8B,,B,,… ,8， 
为 E 的 一 组 事件 ; 若 

(BN B=$,iAj} 

(C2)B. UB lB,=0. 

称 8B,B,,***,B, 为 吕 的 一 个 有 限 划 分 

例 1.3. 8 中 的 事件 组 Bl 和 8; 构成 了 样本 空间 的 划分 . 

样本 空间 吕 的 划分 不 崔 一 ,但 若 划 分 确定 后 , 慌 一 次 试验 也， 
事件 BB,，…,B. 中 必 有 一 个 且 仪 有 一 个 发 生 、 

定理 1. 3. 2( 全 概率 公式 ) 设 随机 试验 E 的 样本 空间 为 ,4 

只 27 各 
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,8, By, 有 为 [Pp 的 一 个 有 有 限 划 分 , 且 PIB Oi —=1,2, “人 
n; 则 有 


P(A) = > PCB)PCANB,) (1. 3. 5) 
t=—1 


证 因 BB.Bs,…,B, 是 介 的 一 个 划分 ,有 
= BU BU UB., 
从 而 A=ANN=ACBIU BU UB,)=U(AB,) 
又 CABIN CAB) = ABB,= Ag=$,i¥} 
由 概率 的 有 限 可 加 性 
P(A) 一 POUAB) = ,P(AB,) 
j=l 

因 了 (B80)>>0,7=1,2,…,n; 利 用 字 法 公式 得 

P(A) 一 DP BY PAB) 


从 去 人 1. 3. 5) 的 证 明 中 可 见 , 我 们 实际 上 是 借助 于 样本 空间 的 
一 个 划分 :B1,B;,…,B,, 将 事件 4 分 解 成 互 不 相 容 的 部 分 ,4 ， 
AB,,，…,4B,, 进 而 将 “全 ”概率 PLA) 分 成 若干 部 分 ,分别 进 行 计 
算 青 求 和 ,这 就 是 将 式 C1. 3. 5) 称 为 “全 概率 公式 ”的 缘由 - 它 的 理 
论 和 实际 意义 在 于 :在 较 复杂 的 情况 下 直接 计算 PCA) 不 容易 ,但 
适当 地 构造 划分 Bi,i 二 1 2，… 可 以 简化 计算 , 
例 1.3.9 茶 系 统 中 I 类 元 件 占 10%}; 1 类 元 件 占 40 稳 ; 丰 
类 元 件 占 50 多 . 小 时 以 后 各 类 元 件 的 接 坏 率 分 别 为 ;30 多， 
25% ,10 和 2 , 试 求 了 小 时 以 后 ,任意 接 取 该 系统 的 一 个 元 件 , 发 现 
它 已 损坏 的 概率 ， 
解 4=! 抽 出 的 元 伯 已 接 坏 }， 
号 :一 {所 抽 元 件 是 I 类 } 9 
B;= {所 抽 元 件 是 1 ci +? 
吾 : 一 《所 质 元 件 是 下 类 小 
8,PBa ,Bas 构成 样本 空间 的 划分 , 且 PCBi) 汪 >0,1 二 1,2,3, 由 全 概率 
。28 4 
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公式 
PA) =P(BIOPCAIB) + PCB)DPCA|IB, + PIOBIPCA |B,) 
O01 X03TO04X0.25+0.5X0.1=0.18 
例 1.3.10 某 通信 系统 的 发 端 以 0.7 和 0.3 的 概率 发 出 信 
号 “0" 和 “1”, 由 于 信道 有 干扰 , 当 发 出 信号 ”0 时 ;接收 端 以 概率 
0.8 和 0.2 收 到 依 号 0 和 17”; 而 当 发 出 -17 时 ,接收 端 以 概率 0.9 
和 0.1 收 到 信号 “1" 和 “0”, 计 算 接 收 到 信号 “0” 的 概率 . 
和 解 令 A4,= {发 端 发 出 信号 0”}， 
凋 二 (发问 发 出 信号 1”)， 
B= {接收 到 信号 “0”}. 
4o, 4 构成 样本 空间 的 一 个 划分 ,由 全 概率 公式 
PlB) =P(OANPT BIAD) + PAADNPLB|A) 
=0.7 X08 0.3X0.1 = 0.59 
例 1.3-11 10 个 人 和 信 次 抽签 ;10 张 签 中 有 5 张 惟 运 签 可 各 
得 一 张 电影 昧 , 男 5 张 是 空 签 , 试 求 第 1 人 ,第 2 人 以 及 第 10 人 抽 


到 电影 票 的 概率 . 
解 令 4 一 (第 ! 作 抽 到 率 运 签 };i 二 1,2,*…,10， 
5 1 
则 P(ADS 
由 全 概率 公式 


P(4) =PCOADP CA | A) + POADPCA, | A) 


再 考 虚 事 忻 8 二 {前 9 人 已 抽 完 5 张 痊 运 签 1 , 刚 
Pr4 yy =POBIP AN|B) + P(EB)P (CAIB) 
1 时 浊 


Ch Ch 


一 


= 
i0 2 


闫 似 地 ,利用 全 概率 公式 可 得 :P(A = PCA) 二 P(A 二 二 
» ?70 。 
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PC4i) 一 子 , 即 抽签 的 结果 与 抽签 次 序 无 关 , 这 称 为 抽签 的 “公平 
性 ”. 
四 、 贝 叶 斯 公式 


异 助 于 样本 空间 的 一 个 适当 划分 ,可 利用 全 概率 公式 计算 了 东 
个 事件 4 的 概率 ,但 我 们 常常 吉 到 另 一 类 问题 

在 例 1.3.9 中 ,车工 小 时 以 后 系统 确 有 一 元 件 发 生 损坏 , 问 
查 换 元 件 应 从 哪 一 类 开始 ? 

已 知 元 件 发 生 损 坏 , 即 事件 4 已 发 生 , 此 元 件 是 I，I，E 类 
的 的 条 件 概率 分 别 为 

PCOB |AY, PCB, I AY), PB, IA 

比较 这 三 个 条 件 概 率 的 大 小 ,自然 应 从 其 中 最 大 者 所 对 应 的 一 类 
查找 起 . 

在 例 1. 3. 10 中 , 收 到 信号 “0”, 人 们 会 追问 发 端 确实 发 出 信号 
“0 的 概率 有 和 多大? 

利用 飞 法 公式 和 和 全 概率 公式 可 得 如 下 定理 ， 

定理 1.3.3( 贝 叶 斯 公式 )” 设 随机 试 瞪 EE 的 样本 空间 为 D,A4 
CO, 二 1,2,… yn 是 侣 的 一 个 有 办 划分 ;而 且 PC(A) 半 0,P(B,) 
>>0, 则 有 


P(Bi1A) = EP ED (1. 3. 6) 


之 /P(BD)P(C41B0) 
证 由 条 件 概率 定义 和 来 法 公式 


PCB,1A) = PABD PB) PALB) 


PrA) PA) 
本 定理 的 条 件 满足 全 概率 公式 的 条 件 , 故 
PeB,|A) PBNIP(AIB,) 


> POCBI PALB) 
i 


* 30 * 
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由 叶 斯 公式 是 概率 论 中 的 一 个 着 名 公式 ,从 形式 推导 来 看 ; 它 
不 过 是 将 乘法 公式 和 全 概率 公式 用 于 条 件 概 率 的 计算 中 , 它 的 重 
要 性 是 在 于 它 的 实际 意义 .如果 把 事件 4 看 成 “结果 ”, 把 事件 
Pi ,Bi B 看 成 导致 该 结果 的 可 能 的 “原因 ” 现在 结果 “发生 
了 :是 “原因 ”B; 导致 该 结果 发 生 的 概率 即 P(B;|A) ,由 叶 斯 公式 
告诉 我 们 ,此 概率 与 原因”B, 发 生 的 可 能 性 大 小 PCB;) 有 关 ， 

现 有 一 个 结果 "4 发 生 了 ,在 众多 可 能 的 “原因 ”中 ,究竟 是 哪 
一 个 于 致 这 一 结果 ? 这 是 一 个 在 日 常生 活 和 科学 技术 中 常常 问 
到 的 问题 . 如 在 例 1. 3.8 中 ,已 算出 PC4) 一 0 18, 由 贝 叶 斯 公式 


可 得 
P(Bi14) 一 人 = 0.17 
P BPALB,) 4X0.25 -0.58 
PP 五 
pp = BYP GAB 05 X01 _ 028 


若 系统 运转 了 小 时 以 后 有 一 元 件 发 生 损 坏 ,应 从 第 工 类 元 件 开始 
查 技 系统 放 障 , 因 第 工 类 元 件 损坏 造成 系统 故障 的 可 能 性 最 大 : 
例 1.3 12 学 生 中 优等 生 占 25 名 ,中 等 生 占 50 名 , 较 差 生 占 
25 色 ,已 知 优等 生 通 过 一 项 测验 的 概率 为 0. 8, 中 等 生 通 过 这 项 测 
验 的 概率 为 0.6, 而 较 差生 通过 测验 的 概率 为 0. 3. 更 从 学 生 中 随 
机 挑选 一 各 进行 测验 ,他 通过 了 测验 , 求 他 是 优等 生 的 概率 和 他 是 
较 差生 的 概率 . 
解 ” 设 4 二 1 选 出 的 学 生 通 过 测验 }， 
于 ,王选 出 一 各 优等 生 }， 
玉 ; 二 ( 选 出 一 名 中 等 生 }， 
五 ,H2，Hs 构成 样本 空间 的 一 个 划分 ,由 贝 叶 斯 公式 


六] * 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory，” 试用 访 术 而 填 WwWYTPTeprint tom tn 和 


P(AIHVPCH,) 
号 
> PCH)P(AIH)) 


jj 到 | 
加 0.8 X 0. 25 
0-.8X0.25+0.6X0.5T0.3 XO0.25 


POH,|A) = _0. 3 XO 25 

例 1.3.13 设 某 种 病菌 在 人 口中 的 带菌 者 为 0.03, 进行 检查 
时 ,由 于 技术 和 操作 的 不 完善 以 及 种 种 原因 ,使 带菌 者 未 必 呈 阳性 
反应 ,而 不 带菌 省 也 可 能 呈 阴 性 反映 .假定 带菌 者 术 查 绪 果 呈 阳 
性 的 概率 为 0. 99, 不 带菌 者 检查 结果 呈 阳 性 的 概率 为 0. 05. 现 设 
茶 人 检查 结果 呈 阳 性 ,同人 他 确 是 带菌 者 的 概率 是 多 少 ? 

解 设 4= {检查 结果 星 阳 性 }， 

B 一 ‘此 人 是 带 阔 者}， 


PHi|A) = 


0 35 ， 


一 心 , 13, 


由 已 知 条 件 有 
有 (4 有) = 0.99, P(AIB) = 0. 05 
且 P(B}=0.03 
所 求 概率 为 PLB14)7 ,根据 贝 时 斯 么 式 
加 PCBIPCA|B) 
PBIA) = ppBIPANB) + POPCATE) 
加 0,03 X 0.99 加 
的 X099 十 097X005 Day 
31.4 事件 的 独立 性 
一 .两 个 事件 的 独立 性 


一 般 情况 下 ;PCA1B) 与 PK4) 不 相等 ,这 反映 了 这 两 个 事件 
之 间 存 在 一 定 的 关联 ,譬如 在 例 1. 3.1 中 ,P(A)=2306,P (41B) 
» 
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= 澡 >P(A4) , 即 事件 B 的 发 生 使 4 发 生 的 可 能 性 增 大 了 . 若 有 
P(AI1B) = P(A) 《1. 4. 1) 
成 立 , 则 事件 4 发 生 的 可 能 性 完全 不 受 事件 B 的 影响 ， 换 守之， 
一 个 事件 发 生 与 否 不 影响 另 一 事件 发 生 的 概率 ,我 们 说 事件 4 与 
8B 是 相互 独立 的 . 
将 式 (1. 4. 1) 代 人 概率 磁 法 公式 有 
P(AB) = PCAIBIPCB)Y = POAYPCB) 
定义 1.4.1 设 4,8 是 随机 试验 互 的 事件 , 若 满足 
P(AB) = PCAYPLB) (1. 4. 2) 
称 事 件 4 与 召 相互 独立 ， 
将 例 1. 3. 5 中 的 试验 改 为 第 一 次 取 5 个 球 , 若 看 完 以 后 放 回 ， 
第 二 次 取 10 个 球 ,对 原 例 中 的 事件 友和 B, 有 
P(AB) =P(AYPCB|A) = a 
=P(AYPCB) 
故 有 A 与 B 是 相互 独立 的 ， 
实际 上 ,第 二 次 抽取 前 , 盒 中 的 红色 球 和 白色 球 已 恢复 原状 ， 
因此 第 二 次 抽取 不 受 第 一 次 抽取 的 影响 ,因而 可 直接 判 源 和 4 与 B 
是 相互 独立 的 . 一 般 而 言 ,我 们 往往 是 依据 式 (1. 4. 1) 从 实际 角度 
去 分 析 判 断 事件 的 独立 性 ,然后 利用 式 (1. 4. 2) 进 行 概率 计算 . 例 
如 ,两 名 工人 分 别 在 两 台 机 床上 进行 生产 ,彼此 各 不 相 于 , 则 他 们 
各 自 是 否 生 产 出 废品 或 多少 件 废品 这 类 事件 应 是 相互 独立 的 ， 
定理 1.4.1 车 事件 4 与 召 相 互 独立 , 副 下 列 三 对 事件 : 
A 与 B,A 与 B,A 与 B 
也 分 别 相互 独立 , 
证 因 P(AB) 二 PCA}YPC(B), 且 
P(AB) = P(A — B) = P(A — AB) = P(A) — P(AB) 
故 PCAB)=P(A) 一 PCAYPC(B)=P(A)[1— P(B)]=P(A)PCB) 
由 定义 1.4.1 知 4 与 诈 相 互 独 立 ,; 同 理 可 证 得 A 与 B,4 与 8 也 
. 43 . 
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分 别 相 互 独立 ， 
例 141 甲乙 两 名 工人 在 两 台 机 床上 独立 加 工 蕉 件 , 他 们 
的 废品 率 分 别 是 0.05 和 04, 现 从 他 们 生产 的 产品 中 各 取 一 件 ， 
试 求 : 
(1 两 件 产品 均 是 废品 的 概率 pi; 
(2) 至 少 有 一 件 产品 是 废品 的 概率 ps; 
(3) 怡 有 一 件 产 品 是 废品 的 概率 户 ;- 
解 令 4={ 抽 出 的 甲 工 人 的 产品 是 废品 } ， 
B= { 抽 出 的 乙 工 人 的 产品 是 废品 } ， 
如 前 分 析 ,4 与 B 是 相互 独立 的 ,从 而 A 与 8B, 有 A 与 BB 及 A 与 8B 
也 都 相互 独立 ,但 4 与 召 并 不 是 互 不 相 容 的 . 
pi =P(AB) 一 了 4)P(B) = 0.05 X 0.04 = 0.002 
ps =P(AU BY=1— PAB)=1— P(APE) 
一 — 0.95 x 0.36 = 0.088 
ps =P(AB U AB) = P(AB) + P(AB) 
=P(AYP(B) + POCAIPOB) 
=0.05 xX 0.96 0.95 Xx 0.04 = 0.086 


二 ,nt 个 事件 的 独立 性 


在 定居 个 事件 的 独立 性 之 前 ,我 们 先 讨论 一 个 例子 ， 

例 1.4.2 设 同 时 挤 两 个 均匀 的 正四 面体 一 次 ,每 一 四 而 体 
的 四 面 分 别 标 有 号 码 1,2,3,4, 令 

4 一 《第 一 个 四 面体 向 下 一 而 出 现 偶数 } ， 

B={ 第 二 个 四 面体 向 下 一 而 出 现 奇数 }， 

C={ 黄 个 正四 而 体 向 下 一 面 同时 出 现 奇数 ,或 者 同时 出 现 偶 
数 }. 

试验 的 样本 空间 为 


+s 地 再 = 
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(vt (127 (1,3) 《1,4) 

(251) (2,2) {2,3) {2,4) 

(3,1) (3,2) (3,3) {3,4) 

C451) (4,2) (4,3) (4,4) 
虫 太 和 典 概率 定义 ,可 得 下 述 概率 ， 


_ 到 三 
P(A) 一 P(B) 一 PC) = I= 3 


P(ABY = PCaC) = PUBCy = 到 


PLABCY) = P(#)} =0 
可 验证 下 列 关系 式 成 立 
P(AB) = P(A)P(B) 
P(ACY = P(AYPO) 
(BC = POCBYIPO) 
有 有 ,B,C 中 任意 两 个 都 是 相互 独立 的 ,好 对 有 ,B,C 中 任意 两 
个 ,譬如 有 4 与 8B, 一 个 率 件 发 生 的 可 能 性 大 小 不 受 另 一 事件 的 影 
啊 , 我 们 进一步 同 ; 4 发 生 的 可 能 性 大 小 是 否 不 受 吕 和 C 的 “ 联 
合 " 影响 呢 ? 即 是 否 有 PCA1BC) 二 P(A) 成 立 ? 在 该 例 中 
POALBC) = 01/2 = PLA) 
对 于 试验 五 的 三 个 事件 4,B,C, 若 式 (1. 4. 3) 和 PCA1BC)= 
P(A4) 同 时 成 立 , 则 有 
P(ABC) = P(AIBC}YPCBCY = POAYPCBYIP OC) 
定义 1.4.2 对 于 试验 上 的 三 个 率 忻 4,8,C, 若 下 面 四 个 等 
式 同 时 成 立 


(1. 4. 3) 


PiAB) = PULADP (EB) 
P(AC) = P(A)PAO) 
PCBC) = PCB)P CC) 
P(ABC) = P(A)P(B)IP CC) 
称 有 ,B,C 所 组 成 的 事件 组 相互 独立 . 车 仅 有 前 三 个 等 式 同时 成 
» 生计 


Cl. 4, 4) 
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立 : 秩 此 事件 组 是 两 两 独立 的 . 
由 年 义 1.4.2 知 ; 有 4;8,C 相互 独立 ,; 则 可 推出 它们 两 两 独立 ; 
上 反之 ;由 例 1:4.2 知 ,入 有 有 ,B,C 两 两 独立 不 能 得 到 它们 相互 独 
立 的 结论 ， 
例 14.3 设 事 忻 组 A,B8,C 相互 独立 ;证 明 (1)A 与 BC 相 
百 独 立 ; (2)A,BUC 相互 独立 ; (374,B 一 C 相互 独立 . 
证 (DP(ABO)= P(A PBIPC) =P (AYPOBO) 
C2IPCAFT CB UOCY)Y 
~PABUAC)=P(AB}YT PAC — POABC) 
=PLAIP(B)T POADPICI— POA PBC) 
=P(A)LPCB)Y+PCCY— PCBC} = PAYIPCBUC) 
(3) 由 (1) 绪 果 可 知 4 与 C 相互 独立 ,根据 定理 1.4,1 得 
AB 与 C 相互 独立 :下 
PANM (BoC) = PABC)Y = P(ABIPOC) 
=PCAYPCB)TIT 一 PIC) 一 PCAYJ[IP BY — PBCY] 
一 P(4)PCB 一 C) 
例 1.4.4 我 方 地 面 炮 火 向 一 架 融 机 射击 ,飞机 有 两 部 发 动 
机 ,由 一 名 盐 驶 员 驾 驶 . 已 知 炮 火 击 紫 驾 驶 员 的 概率 为 po, 击 和 识 
解 令 4= (击落 飞机 } ,Bo 二 { 击 诈 驾驶 员 }， 
Bi 二 { 击 锅 第 一 部 发 动机 }， 
是 ;二 { 击 锅 第 二 部 发 动机 }， 
则 有 AA= Bo UB.B;, 并 且 0 相互 独立 = 
PiA)Y =P(B) -+ PCB, BY — PB.BB,) 
~P(B) 十 POCBYPCB,) 一 POBY PCBYP CB,) 
—po pp: — popbips 
或 者 , 因 B。 和 和 818, 相 互 驶 立 : | 
P(A) =1— P(A) =1— P(BNM BB)=1— P(EIPEB,) 
=]— [1— PCB ~ P(BB,)) 
二 3 申 
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一 1 一 人 一 疡 六 1 — pp) = po pps — popipt? 
定 尽 44. 3 设 A 为 随机 试验 E 的 事件 , 若 对 任 
意 的 sts 所) 及 1 之 之 于 RR 有 
P(A A Ai) = PCA PCA) PIA) (1,4.5) 
称 训 件 组 41,4,,… ,4, 相互 独立 . 若 对 一 切 1<5<a<n, 有 
Pt4 4 = P(A POA) (1. 4.6) 
称 事 忻 组 A 两 两 独立 " 
式 (1. 4. 5) 对 于 和 任意 的 SS5=2,3,…,n 均 成 立 , 即 共有 
CE 十 C 十 和 十 人 一 人 十 人 十 人 十 全) 一 CC 一 (Cs 
一 (1 十 1 一 天 一 1】 
| 
个 等 式 同 时 者 成立 才能 称 事件 组 4 ,4:，…4。 相互 独立 ， 
这 里 不 予 证 明 给 出 下 述 和 定理 
定 至 1 4.2 若 * 个 事件 4 ,4 ,4e 相互 独立 , 则 将 4， 
4:，…4u 中 的 任意 多 个 京 件 换 成 它们 的 对 立 事件 ,所 得 的 = 个 事 
性 仍然 相 互 独立 
例 1.4.5 设 一 次 射击 命中 的 概率 为 p,0<p 二 11, 不断 地 进 
行 射击 ,假定 各 次 射击 独立 进行 , 令 
B, 二 {射击 进行 到 第 上 次 才 命 中 }， 
Ci 二 {前 次 射击 中 ,至 少 命 中 一 次 }， 
试 求 Bi 发 生 的 概率 导 之 2). 
解 令 轨 ;二 {第 ;次 射击 命中 目标 ),j 二 1,2,… ,二 ,由 于 各 次 
射击 独立 好 进行 , 矶 态 17 二 1,2,… ,此 相互 独 六 . 
PB) = POA A A 1 A) = PCAYPCA) .POAL PA:) 
=(1— pp 
PCY) =POALU As UU AND) = 1— P(A As hd,) 
=—] — PCADPCAD)-…POA) =1— (~ pp) 
注意 到 对 任意 0<p 过 1; 有 
* T+ 


pDF 文件 使 用 "pdfFactory， 试用 版 本 创建 www .fineprint com cn 


limPkca = limfi ~ (~ pj=1 

我 们 可 以 得 到 结论 :各 试验 5£ 的 某 一 事件 A 发 生 的 概率 p 之 0, 则 
不 论 pp 如 何 小 ,不 断 独 立地 重复 试验 ,事件 A 迟早 会 出 现 的 概率 
为 1. 

例 1.4.5 元 件 能 正常 工作 的 概率 称 为 此 元 件 的 可 靠 性 , 由 
多 个 元 件 榨 成 的 系统 能 正常 工作 的 概率 称 为 该 系统 的 可 车 性 . 设 
各 元 件 能 和 否 正常 工作 是 相互 独立 的 , 甩 各 个 元 件 的 可 车 性 均 为 > 
(0<r<s1)， 试 求 如 图 1. 4. 1 所 示 各 系统 的 可 草 性 ,并 比较 它们 的 
忧 劣 . 

解 ” 记 A 二 {元件 a 能 正常 工作 }， 

Bi 二 元件 如 能 正常 工作 }， 

由 题 设 条 件 PCA4)=P(B)=r,k=1,2,* nn. 

系统 I 的 可 车 性 为 

Ri 一 已 (4 = POANPCAN PA) = 

当 = 越 大 ( 即 元 件 越 多 ) ,系统 的 可 车 性 越 侨 ， 

系统 工 的 可 秆 性 为 

R; 一 己 ((C4 A A) LU 

一 王 (4 和 4 十 PCBIBy'B,) — PlALA,' A BIB,'"B,) 

= 二 1 一 一) 
系统 下 的 可 靠 性 为 

Ri =P(AU A U1: UU A) =1— POAA,..A,) 
=] — PADPOA)“PCADY = 1 (ry 

系统 下 的 可 靠 性 将 随 元 件 个 数 的 增多 而 提高 . 

现 比 较 各 系统 的 可 靠 性 大 小 ;注意 到 因 0<r 近 1, 帮 0<<r 


之 1 ,从 而 
Rl (le 


闵 合 得 Ri < Rs<R:， 上 述 三 种 系统 中 ,并 联系 统 直 的 可 党 性 最 
» 38。 
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大 ,串联 系统 ! 的 可 靠 性 最 差 ， 


一 一 i 
Ea 
1 a | 
图 1,4.1 
$1.5 应 用 实例 
一 ,病人 的 选择 


茶 城市 对 一 种 严重 疾病 进行 统计 ,有 如 下 的 统计 数据 ;在 得 病 
的 1000 人 中 有 200 人 幸存 ,幸存 者 有 120 人 是 经 手术 后 活 下 来 
”的 ,其 余 80 人 是 没 经 手术 存活 的 ,并 且 做 过 手术 的 患者 共 360 名 . 
现 有 一 名 患者 对 上 自己 是 否 进行 手术 犹 邓 不 诀 , 我 们 对 此 问题 

进行 分 析 , 帮 助 他 做 出 选择 . 将 上 述 数 据 用 和 矩阵 表示 如 下 ， 


。39 。 


PDF 文件 使 用 "pdf Fact ory ， 试 用 版 本 创建 Wi fi neprint ,COMCN 


率 存 数 死亡 数 
[ ea 


80 ”5604 未 动手 术 人 数 
令 4 一 { 患 者 幸存 下 来 }， 8 二 {患者 动手 术 ? 
根据 数据 矩阵 $, 对 动 过 手术 的 患者 而 言 , 可 计算 以 下 频率 ， 
_120_1 ra 一 240_ 2 
1(A)= a50™ 3 1(A)= 30 = 3 
ed 
1 560 7 


我 们 知道 事件 的 频率 具有 稳定 性 (第 五 章 将 予以 详细 讨论 )， 
OR 
P(AIB) = 读 ， PCAIB) = 
1 


名 | 


P(4|8) = 二 ，P4I) 一 


可 见 患 者 有 男 一 方面 ， 
一 名 患者 幸存 下 来 ,是 动手 术 使 他 存活 的 可 能 性 有 多大 呢 ? 需 要 计 
算 条 件 概率 PC(B1A), 用 贝 叶 斯 公式 


PAIBIPB) 
a + POAITBIPE 


360 9 
同 前 理 ,可 假定 (8B) 一 3066 一 范 "' 从 而 


a 


3 29 
1.9 -1.1 
3 25 8 25 

若 把 历史 数据 作为 预 调 未 来 的 依据 ,我 们 得 到 的 结果 说 明 对 
生成 欲望 强烈 的 患者 面 言 ,动手 术 是 更 佳 的 选择 . 
许多 人 曾 有 过 这 样 的 实际 经 历 , 进行 一 次 检查 ,结果 呈 阳 性 提 
= 站。 


PiB|A) = 


PCBIA) = = 守之 对 = P(B14) 
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示 此 人 患 病 , 但 实际 上 却 串 婷 一 场 - 这 往往 是 检查 的 技术 水 平等 
原因 造成 销 误 诊断 所 致 . 更 有 以 下 数据 算 阵 
有 病人 数 无 病人 数 
J | td 
40 480J 错 误诊 断 和 的 人 数 
诸 述 代 一 位 诊断 为 患 病 的 人 人 分析 一 下 ,他 确实 患 病 的 可 能 性 有 多 
大 ? 车 在 相同 条 件 再 重复 检查 一 次 ;分 析 他 确实 患 病 的 可 能 性 大 


小 ， 
二 、 常 染色 体 遗 传 模型 


在 常 染色 体 遗 传 中 ,后 代 是 从 每 个 亲 体 的 基因 对 中 各 继承 一 
个 基因 ,形成 目 已 的 基因 对 ,基因 对 也 称 基因 型 ， 

植物 园 中 某 种 植物 的 基因 型 为 44,Aa 和 aa. 计划 将 44 型 
的 植物 与 各 种 基因 型 灶 物 随机 相 结 合 的 方案 培育 植物 后 代 , 经 过 
若 于 年 以 后 ,这 种 植物 的 任 一 代 的 三 种 基因 型 分 布 会 发 生 和 什么 变 
化 ? 

设 a 和 6c. 分 别 表示 第 n 民 植 物 中 ,基因 型 为 44,Aa 和 
aa 的 植物 占 植物 总 数 的 百分率 - 


让 > 


记 Xm 二 bb, n= ,1 ,2 ,+ 


评 


和 
称 ”为 第 ” 代 植 物 的 基因 型 分 布 , 显然 有 
do 丫 避 十 co 二 1 
设 第 "一 1 代 的 基因 型 分 布 与 第 * 代 基 因 型 分 布 的 关系 由 表 
1. 5.1 给 出 ， 


sd]" 
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后 
代 
基 
因 
型 


先 考 虚 第 1 代 中 的 44 型 ,由 于 第 * 一 1 代 中 基因 型 为 44， 
Aasaa 的 概率 分 别 可 看 成 ca。1, 刀 _ic。， 1, 且 第 na 一 1 代 的 44 型 结 
合 ,后 代 全 为 44 型 ;44 型 与 Aa 型 结合 ,后 代 是 44 型 的 概率 为 
1/2; 妇 A 型 与 aa 型 结合 ,后 代 不 可 能 是 44 型 ， 由 全 概率 公式 有 


qn 一 1 十 也 bt 十 0 en 


中 a 一 a 十 二 
闻 理 可 得 
而 二 Fb 
cr 一 站 
将 上 三 式 相 加 ,有 


Aan 十 下 十 局 一 Go 十 总 -| 十 Km 一 ] 
递 推 地 得 
村 症 十 四 十 志 , == to 十 办。 十 co 一 ln Se. ly2 
采用 矩阵 形式 ,可 将 三 个 公式 简 记 为 
TT 二 Mae" + 二 A tl1. 5 1) 
其 中 


+ 出 产生 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint.com cn 


1 
a 
Af = 1 | 
和 
0 0 0 
由 式 (1. 5. 1) 经 递 推 运算 ,给 出 第 ” 代 基 因 型 分 布 与 初始 分 布 的 关 


和 对: 
TD 一 Mr 一 ro 人 一 一 Mr 《]. 9.2 


利用 线性 代数 知识 , 求 出 矩阵 M 的 特征 值 和 特征 向 量 ,将 M 
对 角 化 - 


1 l ] ] 1 了 一 
M=PDP I~ 0 一 1 一 2 了 0 = 1 -a 
0 人 必 1 0 0 1 


代 大 式 (1. 5, 2) ,得 
x 一 fr — PIPP-1 yt) 


二 
-的 
O 0 QO 
从 而 
A, 二 】 一 E32 一 [3) 
1 1 1. 5. 3) 


cn 二 心 
当 no0 时 ,a 1 > 一 用 ~ 即 在 极限 情况 下 ， 培育 的 植物 都 是 
44 型 ,选用 这 种 培育 方式 ,可 以 起 到 纯化 品种 的 作用 ， 


+ dd 
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习题 一 


1. 设 4,B,C 为 随机 试验 的 三 个 随机 事件 , 试 将 下 列 各 事件 
用 有 妇 ,B,C 表示 出 来 ， 

《1 仅仅 4 发 生 ; 

(2) 所 有 三 个 事件 都 发 生 ; 

(3)4 与 B 均 发 生 ,C 不 发 生 ， 

《47 鞋 少 有 一 个 事件 发 生 ， 

(5) 这 少 有 两 个 事件 发 生 ; 

(6) 怡 有 一 个 事件 发 生 ; 

(7) 恰 有 两 个 事件 发 生 ; 

(8) 没 有 一 个 事件 发 生 ; 

09) 不 多 于 两 个 事 忻 发 生 . 

2. 写 出 下 列 随 机 试验 的 样本 空 个 ， 

《1 同时 掷 三 颖 般 子 ,记录 三 颗 栅 子 的 氮 数 之 各 |; 

2) 将 一 术 硬 币 抛 三 次 ,观察 出 现 正 反面 的 各 种 可 能 结果 

《3) 对 一 目标 进行 射击 , 且 到 击 中 5 次 为 止 , 记录 射击 的 次 数 ; 

《4 将 一 单位 长 的 线段 分 为 三 段 ,观察 各 段 的 长 度 ; 

(5) 从 分 别 标 有 号 码 1,2,… ,10 的 十 个 球 中 任意 取 两 球 , 人 记录 
球 的 导 码 . 

3. 将 12 个 球 随 机 地 放 人 20 个 合子; 试 求 每 个 盒 于 中 的 球 不 
多 于 1 个 的 概率 . 

4. 将 10 本 书 任意 地 放 在 书架 上 ,其 中 有 一 套 4 卷 成 套 的 书 ， 
求 下 列 事件 的 概率 . 

《1)? 成 套 的 书 放 在 一 起 ; 

《2) 成 套 的 书 按 卷 次 顺序 排 好 放 在 一 起 . 

5. 一 辆 公共 汽车 出 发 前 载 有 5 名 恨 客 ,每 一 位 乘客 狐 立 地 在 

让 4 中 
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七 个 站 中 的 任 一 站 离开 , 试 求 下 列 事件 的 概率 ， 

(1) 第 七 站 恰 有 两 位 乘客 离 去 ; 

(2) 没 有 两 位 及 两 位 以 上 胶 客 在 同一 站 离 去 . 

6. 一 个 班级 有 16 个 男生 和 16 个 女生 ,把 全 班 学 生 分 成 人 数 
相等 的 两 组 , 求 每 组 男女 生 人 数 相 等 的 概率 ， 

7. 一 元 件 盒 中 有 50 个 元 件 ;其 中 25 件 一 等 晶 ,15 件 二 等 品 ， 
10 件 次 唱 ,* 从 中 任 取 10 人 忻 , 求 : 

《1) 恰 有 两 件 一 等 品 ,两 件 二 等 品 的 概率 ; 

《2) 悦 有 两 性 一 等 品 的 概率 ; 

《3) 没 有 次 品 的 概率 . 

8. 有 10 人 分 别 傈 戴 着 标号 从 1 号 到 10 号 的 纪念 章 ,任意 选 
出 人 , 记 下 其 纪念 章 的 号 码 , 试 求 ， 

《1) 最 小 的 号 码 是 5 的 概率 ; 

《2 最 大 的 号 码 为 5 的 概率 . 8 

9. 已 知 一 批 产 品 中 有 3 个 次 品 , 从 这 批 产 品 中 尾 取 5 个 产品 
进行 检查 , 设 事件 A; 表示 取出 的 5 个 产品 中 怡 有 i 个 次 品 作 二 0， 
1 ,2,3). 

() 间 事件 组 A,,A1,4s,4; 是 否 构 成 样本 空间 的 一 个 划分 ? 

(2) 设 事件 B 班 示 “ 取 出 的 5 个 产品 中 有 次 品 ”; 试 用 4 一 
0,1,2,3 表示 BB. 

10. 设 事件 4,B 及 AUB 的 概率 分 别 为 p,q 和 7, 试 求 :P 
(AB), PCAB), P(AB), PCAB). 

11. 一 批 产品 共 100 件 , 其 中 5 件 不 合格 . 者 抽检 的 5 件 产 
品 中 有 产品 不 合格 ; 则 斌 为 整 批 产品 不 合格 ;试问 该 批 产品 被 拒 弧 
接收 的 概率 是 多 少 ? 


12. 设 4 与 B 是 试验 EE 的 两 个 事件 , 利 P(A) 二 地 ,P(B)= 


广 , 在 下 述 各 种 情况 下 计算 概率 PCBA). 
+ 4. 
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1ACB; (2)4 与 B 互 不 相 窑 ，; 
(3)P(AB)= 二 


13. 现 有 了 两 种 报警 系统 4 与 8, 每 种 系统 单独 使 用 时 ,系统 4 
有 效 的 概率 为 0. 92, 系 统 B8 为 0.93. 装置 在 一 起 后 ,至 少 有 一 系 
统 有 效 的 概率 则 为 0. 988, 试 求 装置 后 

1) 其 个 系统 均 有 效 的 概率 ; 

《27 两 个 系统 中 仅 有 一 个 有 效 的 概率 . 

14. 10 把 钥匙 中 有 3 把 能 打开 门 , 今 任 取 两 把 , 求 能 打开 六 的 
概率 . 

15. 一 个 盒子 中 有 24 个 灯泡, 其 中 有 4 个 次 品 , 咎 甲 从 盒 中 
随机 取 走 10 个 , 乙 取 走 余下 的 14 个 , 求 4 个 次 品 灯 泡 被 一 人 全 部 
取 走 的 概率 . 

16， 设 将 5 个 球 随 意 地 放 人 3 个 盒子 中 , 求 每 个 盒子 内 至 少 
有 一 个 球 的 概率 

17 已 知 A 和 A， 同时 发 生 ,; 则 丰 必 发 生 ; 证 有 明 : P(A) 之 
PilAD+P(AD CO—1. 

18. 证 明 :PCAIB) 半 PCA)>0, 则 PCB|1A)>>P(B). 

19.。 设 事件 ,8 互 不 相 容 ,; 且 PtB) 守 0, 试 证 :PtA1B)= 

PeiA) 
1—PtBY 

20. 将 两 笑 骨 子 同时 拂 一 次 ,已 知 了 项 个 骨 子 的 点 数 之 和 是 奇 
数 , 求 两 个 盘子 的 点 数 之 和 小 于 8 的 概率 ， 

21. 设 10 件 产 品 中 有 4 件 次 品 ; 从 中 任 取 两 件 , 试 求 在 所 开 
得 的 产品 中 发 现 有 一 件 是 次 唱 , 另 一 件 也 是 次 品 的 概率 

22. 10 件 产品 中 有 6 件 正品 ;4 件 次 品 , 对 它们 逐一 进行 检查 ， 
问 下 列 事件 的 概率 是 多 少 ? 

(1) 最 先 两 次 抽 到 的 都 是 正品 ; 

(2) 第 一 ,三 次 抽 到 正品 ,第 二 四 次 抽 到 次 品 ; 

» 46 * 
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《3 在 第 五 次 检查 时 发 现 最 后 一 个 次 品 . 

23. 某 人 忘记 电话 号 码 的 最 后 一 个 数字 ,他 忆 记 得 最 末 一 位 
数字 是 偶数 . 现在 他 试 着 氢 最 后 一 个 号 玛 , 求 他 拨号 不 超过 三 次 
而 接 通电 话 的 横 率 . 

24. 某 型 号 的 显像管 主要 由 三 个 三 家 供 货 , 甲 . 乙 . 丙 三 个 六 
家 的 产品 分 别 占 总 数 的 35 用 、50 和 用 和 2 中 兄 , 甲 、Z、 丙 三 个 厂 的 产 
此 在 规定 时 间 内 能 正常 工作 的 概率 分 别 是 0.1.0,. 2.0.4, 求 一 个 
随机 选取 的 显像管 能 在 规定 时 间 内 正常 工作 的 栅 率 、 

25， 两 批 同 类 产品 各 自 有 12 件 和 10 特 , 在 每 一 批 产 品 中 有 
一 件 次 品 , 无 意 中 将 第 一 批 的 一 件 产品 混 人 第 二 批 , 现 从 第 一 批 中 
取出 一 折 ; 求 第 二 批 中 取出 次 品 的 概率 ， 

26. 在 一 合子 中 装 有 15 个 乒乓 球 , 其 中 有 9 个 新 球 ,在 第 一 
次 比赛 时 任意 取出 三 个 球 , 比 赛 后 仍 放 回 原 盒 中 , 第 二 次 比赛 时 ， 
同样 任意 地 取出 三 个 球 , 球 第 二 次 取出 三 个 新 球 的 概率 . 

27. 仓库 中 存 有 从 甲 厂 购 进 的 产品 30 箱 , 从 乙 厂 购 进 的 同类 
产品 25 箱 , 甲 广 的 每 箱 装 12 个 ,废品 率 为 0.04, 乙 厂 的 每 箱 装 10 
个 , 雇 晶 率 为 0.05, 求 ， 

(1) 任 取 一 箱 , 从 此 箱 中 任 取 一 个 为 度 品 的 概率 ; 

《2) 将 所 有 产品 开 箱 后 混 放 , 任 取 一 个 为 度 品 的 概率 

28, 已 知 一 批 产 品 中 96 多 是 合格 品 , 用 其 种 检验 方法 辨认 出 
合格 品 为 人 台 格 品 的 概率 是 0.98 ,而 误 认 上 废品 为 合格 品 的 概率 是 
0.05, 求 检查 合格 的 一 件 产品 确 系 合格 的 概率 、 

29, 已 知 5 多 的 男人 和 0.25 多 的 衣 人 是 色盲 者 , 现 随机 地 挑 
选 一 人 ,此 人 恰 为 色 言 者 , 问 此 人 是 男人 的 概率 为 沁 少 ?假设 男人 
女人 各 占 总 人 数 的 一 半 ) 

30. 设 某 种 病菌 在 人 口中 的 带菌 率 为 0. 03 ,由 于 检验 手段 不 
完善 ,带菌 者 量 阳 性 反应 的 概率 为 0.99, 而 不 带菌 者 呈 阳 性 反应 
的 概率 是 0. 05. 若 某 人 检查 结果 量 阴 性 反应 ,他 是 带 言 者 的 概率 

各 47 中 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fineprint com cn 


十 多 少 ? 

31， 证 明 : 如果 PCA|B}==PC41B),; 则 事件 4 与 互相 互 独 
立 . 

32. 设 一 个 位 二 进 制 数 是 由 有 个 “0” 或 1” 数字 组 成 ,每 一 
位 出 现 错 误 数 字 的 概率 是 2, 各 位 数字 出 现 错误 与 各 是 独立 的 , 问 
组 成 一 个 不 正确 的 这 类 二 进 制 数 的 概率 是 多 少 ? 

33. 设 事件 4,B,C 相互 独立 , 且 P(4) 一 工 ,P(B) 一 本 


P(C) 一 村 , 试 求 ; 


(1) 三 个 事件 都 不 发 生 的 概率 ; 

(2) 三 个 事件 中 至 少 有 一 事件 发 生 的 概率 ; 

《3) 三 个 事件 中 愉 有 一 个 发 生 的 概率 ; 

(4) 至 多 有 两 个 事件 发 生 的 概率 . 

34. 甲 黎 中 有 3 只 白 球 ,7 只 红 球 ,15 只 黑 球 ; 乙 和 袋 中 有 10 只 
白 球 ,6 只 红 球 ,9 只 黑 球 ,从 两 稚 中 各 取 一 球 , 试 求 两 球 颜色 相同 
的 福 率 . 

35. 两 部 机 床 独 立地 工作 ,每 部 机 床 不 需要 工人 有 照管 的 概率 
分 别 为 0.9 和 0.85, 试 求 ; 

(两 部 均 不 需 照管 的 概率 ; 

(25 愉 有 一 部 需要 照管 的 概率 ; 

〈37 丁 都 局 时 需要 照管 的 概率 

36. 求 下 列 系 统 ( 习 题 图 1) 能 正常 工作 的 概率 ,其 框图 的 字母 
代表 元 件 ,字母 相同 ;下 标 不 同 的 均 为 局 一 类 元 件 , 只 是 袋 配 在 不 
局 的 位 置 ,4 类 元 件 正常 工作 的 概率 为 r.;B 类 元 件 正常 工作 的 框 
率 为 记 ,C 类 为 六 


+ 4 
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第 二 章 ”随机 变量 的 分 布 


3 2.1 随机 变量 的 分 布 栈 数 


在 第 一 章 中 ,我 们 将 随机 试验 的 试验 结果 数值 化 ,引进 随机 变 
量 来 描述 随机 试验 的 全 部 试验 结果 . 为 深入 讨论 随机 试验 ,把握 
它 的 整体 统计 性 质 ,这 里 给 出 随机 变量 的 定义 . 

定义 2.1.1 设 口 是 随 机 试验 EE 的 样本 空间 , 若 对 于 每 一 个 
样本 点 w€ 9, 都 有 唯一 的 实数 XX(w) 与 之 对 应 , 且 对 于 任意 实数 
*, 都 有 确定 的 概率 P{(w)<<x) 与 之 对 应 , 则 称 X(a) 为 随机 变 
量 , 简 记 为 X. 

可 验证 例 1. 1. 5 中 的 变量 X 和 例 1.1.6 中 的 变量 Y 均 为 随 
机 变量 . 

例 2.1.1 一 电话 呼唤 是 在 时 间 区 间 (0,T) 内 戎 机 出 现 , 记 呼 
响 时 刻 为 1, 试 验 的 样本 空间 为 0= {t,tE (0,7)}， 定 义 随机 变量 


| 
XA =f， tn 
于 是 :有 双重 意义 , 它 既 是 该 试验 的 试验 结果 ,又 是 数 机 变量 多 的 
取 值 ， 
另外 ; 取 (&i,t2) 己 (0,T) ,定义 
1l， 和 祥 : 了 反扑 
Y(f) = 
0， 其 他 


Yl) 是 定义 在 上 的 另 一 个 随机 变量 . 
必须 强调 指出 ,随机 变量 不 同 于 普通 意义 下 的 变量 ,它们 具有 
如 下 的 特点 : 
* 5O* 
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(1) 它 们 是 由 随机 试验 的 结果 所 决定 的 量 ; 

《2 试验 结 东 前 无 法 预知 它们 取 何 值 , 要 随机 会 而 定 , 并 且 随 
机 变量 取 各 值 的 可 能 性 大 小 有 确定 的 统计 规律 性 . 

随机 变量 概念 是 近代 概率 论 与 数理 统计 学 中 最 重要 的 基本 概 
念 , 引 进 随 机 变量 后 ,使 我 们 可 以 借助 于 现代 数学 工具 ,更 好 地 描 
述 、 处 理 与 解决 各 种 联系 于 夭 机 现象 的 理论 和 应 用 问题 . 

引进 分 布 函 数 来 描述 随机 变量 的 统计 规律 ， 

定义 2.1.2 设 工 是 一 个 随机 变 重 ,< 是 任意 实数 , 称 函 数 

Flz) = PIX r= PlwX(w) 二 了 工 C2, 1. 1) 

为 随机 变量 工 的 分 布 国 数 ,Ftxr) 也 可 记 为 Fx (x)， 

可 将 随机 变量 看 成 实数 轴 上 随机 点 的 坐标 , 称 为 随机 点 
入 。 

分 布 函数 中 (z) 的 函数 值 表示 事件 “随机 点 冻 落 在 (一 co zj] 
内 ”的 概率 ,而 “随机 点 区 落 在 (a,8j] 内 ”的 概率 为 


Pla <b = FOO F(a) (2, 1. 2) 
这 是 由 于 
{aX {一 {a} 
且 (Xa Clb} 
故 有 


Pla<Xeb)})= PIAEP) — PIX ta} 
即 式 {2. 1. 2) 成 立 ， | 
例 2.1.2 将 一 枚 均匀 硬币 连 抛 两 次 , 试 写 出 出 现 的 正面 次 
数 久 的 分 布 淆 数 及 概率 P10<<X1}),P{l 志 XE2}. 
解 ” 首 先 可 得 
P(X =0) = P{TT} = 地， 


P{X = 1) = POUHT)U (TH}) = 二 
PIX=2= PIHH}= 二 


se 
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当 xr<c<0.FCr 一 PICz yy 一己 (内 一 0， 
当 Ox<1 Fs) =P {Xr}=P{X=0) = 二 1, 


当 1 z<2,F(z) 一 P(X<z) 一 Pfz 一 0j 十 P{(X=1}= 之 ， 
27T R(x) 一 己 { 大 毛刺 ) 一 已 (全 二 0) 十 三 { 基 一 1 十 已 { 大 一 2 一 
], 
即 有 
QQ 站 过 中 


3 0 入 工 之 1 


+ 1 过 广 之 2 


1， 2 过半 
F(z) 的 图 形 如 图 2. 1.1 所 示 , 它 是 阶梯 形 的 ,在 一 0,1,2 处 
有 阶 肤 ;而 获 变 值 怡 好 是 随机 变量 苹 在 这 些 点 处 取 值 的 概率 . 


F(x) 


图 2.1.1 
所 求 概率 为 


P(0<XEI)} = FO) 一 F(O) = 一 地 = 二 


P{l 吉 E22) = PIX=1})+P{l<XXO2) 


1 可 3 
PI = 一 a 
(全 一 1) 十 F(2) 一 RQ) = 了 十 1 一 半 一 当 


例 2.1.3 一 电话 呼唤 在 时 间 区 间 (0,T) 内 随机 出 现 ,呼唤 时 
» DO. 
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刻 记 为 1 如 件 上 < 的 概率 为 
Pit, < 二 二 一 元 人 2), (hot) CC 0,T) 
试 求 随机 变量 天 (一 上 的 他 布 图 数 ， 


解 ” 看 rc0 有 (人 T) 一 了 (大 委 了 一 王 (和 一 0， 
若 xT ,F(T)=PIXRCT)=P(N)=1, 


若 0<xzcT ,FUz) 一 了 (YXSzr) 一 P{10<t<z} 一 示 , 于 是 


1 
0, TT 0 
F(x) = 4 让，0 所 XT 
了 TT 
图 2.1.2 即 为 随机 变量 艺 的 分 布 函数 的 图 形 , 己 (z) 是 一 个 单 
调 不 降 处 连续 的 是 数 . 
Fr) 


图 2.1.2 
例 2.1.4 设 电 子 管 的 寿命 为 了, 电子管 在 1 时 刻 尚 正常 工作 
的 条 件 下 ,其 失效 率 总 保持 为 某 个 常数 4 二 0, 即 有 


tim FPlt<TEt+hIT>) = 


内 一 站 


试 写 出 了 的 分 布 污 数 . 
和 解 当 1<0,F()=0， 
当 上 :00, 因 


» 653 。 
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{2 Th 一 Tc 了 TS 十 下 门人 < 了 


故 P{<T'S thIT > -AS 
_FGHA)—F) 
四 
由 题 贷 条 件 知 , 即 有 
lim ~ /C1 ~ FG) = 2 
h—-0t 
得 关于 (0 的 微分 方程 


A = ALl— FCO)] 
满足 其 初始 条 件 (0)=0 的 解 为 ft) 二 1 一 e“, 电 子 管 的 海 命 了 
的 分 布 图 数 为 
1 一 ee ff 完 0 
9， 1 人 习 

分 布 图 数 具 有 了 以 下 基本 性 质 , 

定理 2.1.1 设 f(x) 为 随机 变量 XX 的 分 布 函数 , 则 

《1)F(r) 为 单调 不 降 孙 数 , 即 车 x, 二 x ; 则 有 Fx) 和 Fr) 

(DOSF OE A lim FC)=0, lim F(X)=1; 

(3)F(x) 是 右 连 续 函 数 , 即 F(x 十 0 站) 二 F(x). 

证 赂 

(XY) 的 单调 不 降 性 容易 验证 , 取 2i<zz* 有 

Firs) — F(z) = Pir EOI} 守 0 

0<F(z) 所 1] 成 立 是 因为 分 布 函数 值 实际 是 随机 事件 的 概率 . 
而 人 22 中 的 两 个 极限 式 可 从 几何 上 加 以 说 明 ， 

布 图 2. 1. 3 中 ,车 变量 zz 沿 数 轴 无 限 向 左 移动 ( 即 > 一 一 cc)， 
则 随机 事件 ”随机 点 耻 落 在 (一 cezj] 内 ” 趋 于 不 可 能 事件 ,从 而 其 
概率 趟 于 0, 亦 即 亚 ( 一 co 一 0 又 若 将 点 无 限 右 移 ( 即 >* 十 co)， 
则 ”随机 点 于 落 在 ! 一 ccyzj 内 "这 一 事件 趋 于 必然 事件 ,从 而 其 概 
率 扑 于 1, 即 有 FF( 十 0)=1. 

"dd" 


F(t) = 
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图 2.1.3 
在 引进 分 布 酒 数 之 前 ;我们 只 能 孤立 地 研究 随机 试验 的 一 个 
或 数 个 事件 ;不 能 从 整体 去 深入 研究 随机 试验 . 分 布 函数 是 一 种 
分 析 性 质 良好 的 函数 ,便于 处 理 ,利用 它 可 将 许多 概率 论 问题 得 以 
量化 分 析 和 简化 处 理 ， 


32.2 离散 型 随机 变量 


一 、 离 散 型 随机 变 重 及 其 分 布 律 


按照 随机 变量 的 可 能 取 值 ;可 以 从 中 分 出 两 种 基本 类 型 , 即 离 
散 型 随机 变量 与 连续 型 随机 变量 . 

定义 2.2.1 如 果 泗 机 变量 只 取 有 根 或 育 列 无 穷 多 个 数 
值 :zz 记 三 (全 一 2 一 太 * 它 满足 

C1) p20 


称 开 为 离散 型 铺 机 变量 ,并 称 
P{X=zx})=p f= 1,2," C2. 2. 1) 
为 于 的 分 布 律 ， 
以 后 我 们 常用 如 下 表格 


* 5 二 
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来 表示 离散 型 随机 变量 XX 的 分 布 律 ， 
例 2.2.1 茶 射 手 一 次 射击 命中 目标 的 概率 为 p,0<p<1， 
射击 进行 到 第 一 次 命中 上 自 标 为 止 , 试 求 射击 次 数 XX 的 分 布 律 . 
解 ” 设 A:=! 第 i 次 射击 命中 目标 } i==1,2,… 则 
P{X=&k} = P(A A 4) 
=P(ADPCAD) .PCA YPCA,) 
一 (1 — Pp, k= 1,2, 


县 这 )P 过 = pd — p= sy 
此 =a] 针 二 1] 


py 
变 六 的 分 布 律 为 


(1— py lp 


例 2.2.2 某 种 产品 在 生产 过 程 中 网 废品 率 为 pt0 二 Pp 之 1)， 
对 产品 逐个 进行 检查 ,直到 检查 出 5 个 不 会 格 品 为 止 , 试 写 出 停止 
恰 查 时 己 检 查 的 产品 个 数 的 分 布 律 : 

解 ” 检 查 件 产 品 中 有 5 件 不 合 梅 ( 同 时 有 一 5 件 合格 ) 的 
概率 为 


pC1 一 
事件 {多 = 二 让 相当 于 第 次 检查 必 为 不 合格 品 ; 而 前 一 1 次 
检查 中 查 出 4 件 不 合格 品 , 共 有 Ct-! 种 不 同 的 方式 ; 故 
P(X =&k} = Cp ~ pk = 5,6,7,." 
为 产品 个 数 于 的 分 布 律 (可 验证 > = 并》 一 1)., 


例 2.2.3 100 个 产品 中 有 5 个 次 品 ， 从 中 抽 一 件 进 行 检 查 ， 
设 六 是 抽 到 的 合格 品 数 , 试 写 出 区 的 分 布 律 - 
解 设 4={ 抽 到 合格 品 }, 则 (二 三 二 =44， ee } 一 本 , 且 


和 


100 
X 的 分 布 律 为 
= Dh * 


re 
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例 2.2.3 是 一 个 典型 例题 , 题 中 试验 的 样本 空间 仅 含 两 个 样 
本 点 , 即 试验 只 有 两 个 结果 :“ 抽 到 合格 品 ” 和 “ 抽 到 不 合格 品 ”. 这 
| 类 试验 大 量 存 在 ,如 抛 一 要 硬币 ,上 仅 有 “出 现 正 面 " 和 “出 现 反面 ”两 
| 个 第 果 ; 疝 一 目标 射击 ;关心 “命中 目标 ”和 “未 命中 目标 ” 
: 在 一 个 试验 的 样本 空间 只 有 两 个 样本 点 , 即 挫 有 两 个 可 能 结 
果 :4 和 4, 称 之 为 由 努 里 试验 . 

在 内 如 里 试验 中 ,A 为 员 努 里 试验 的 基本 事件 ,车 P04)==p， 


部 一 (> 刀 发 生 ; 
0， 如 不 发 生 ， 
则 X 的 分 布 律 为 
这 品 1 
PIX=zx} 1—p 四 
或 者 P{X=7z}=p*(]~—p) 7, z=0,1 


称 蔚 服从 (0 一 1 分 布 (或 两 点 分 布 ) 
设 浆 是 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
丰富,2 
由 于 {Xx} 一 {Xx} ,由 概率 的 可 列 可 加 性 得 


PIX<r}= PLY {X= 5)]= YP{X = xz) 
Th TI 


由 有 


F(z)= > ps (2. 2. 2) 
FI 


» 人 
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二 、 贝 努 里 试验 与 二 项 分 布 


随机 现象 的 统计 规律 ,往往 是 和 通过 相同 条 件 下 进行 大 量 重复 
试验 和 观察 而 得 以 揭示 ， 这 种 在 相同 条 件 下 重复 试验 的 数学 模型 
在 概率 论 中 占有 重要 地 位 . 

定义 2.2.2 将 一 个 试验 在 相同 条 人 忻 下 重复 进行 = 次 ,如 果 
在 每 次 试验 中 , 任 一 事件 出 现 的 概率 与 其 他 和 名 次 试验 结果 无 关 , 称 
这 次 试验 是 次 重复 独立 试验 

nt 次 重复 独立 的 岗 努 里 试验 称 为 nm 和 罩 风 努 里 试验 ,或 称 见 努 
里 概 型 . 

一 个 重 姑 努 里 试验 包含 n 次 试验 ,每 次 试验 中 基本 事件 4 
发 生 的 概率 保持 不 变 . 我 们 往往 感 兴趣 的 是 在 =” 重 册 努 里 试验 中 
事件 4 出 现 的 总 次 数 环 及 其 分 布 律 ,显然 忒 的 可 能 取 值 为 整数 ; 
Ol 2 nt 

PF) = P{K = kk = 0,1,2, ,nn 

例 2.2.4 茶 书店 开设 新 书 征订 业务 ;每 位 顾客 在 一 周 内 收 
到 书店 回 单 的 概率 是 0.2, 有 四 位 外 地 顾客 预订 新 书 , 求 一 周 内 收 
到 回音 的 顾客 数 苹 的 分 布 律 . 

解 ” 将 每 位 顾客 预订 新 书 , 观 察 一 周 内 是 否 收 到 新 单 看 作 一 
次 试验 ,四 位 预订 者 是 各 不 相干 的 ,可 认为 这 由 次 试验 是 独立 的 ， 
因此 这 是 一 个 4 重 雪 努 里 试验 . 

令 4 一 {第 i 位 顾客 收 到 回 单 } ,i 二 1,2,3,4, 则 Al,As,A:, A 
相互 独立 , 且 

Pf4) = P(A) = 0.2 
天 {R=0} 二 A1AA,A, 
故 P{X=0}=PCA)DPCOA)IPCAIP CA) =0. 8 
而 {X=1}= 二 AAAAUAAAALUAAAAL A AA,A, 
由 事件 的 独立 性 和 概率 的 有 限 可 加 性 
PIX=1}=4X0.2 X08 = C00.2)00.8)3 
4 口 司 


四 
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由 {X=2}=AAA A A A A SU 4 AL 
AAsAsd, UA AAA UAA,A,A, 
有 PI{X—=2}=CiC0, 2)200. 8)? 
类 似 地 
PIX = 3} = Ci(0, 2):(0, 8) 
P{X = 4} = CC0.2) 
记 思 二 0.3, 把 上 述 各 概率 统一 改写 为 
P{X =k} = Cipi(l — pt, k=0,1,2,3,4. 
一 般 地 ,n 重 贝 努 里 试验 中 ,4 在 指定 的 x 次 试验 中 发 生 的 概 
率 为 
pl — py 
而 4 次 试验 中 选 出 次 试验 有 Ct 种 不 同 的 方式 , 放 重 贝 努 里 试 
验 中 事件 4 发 生 上 次 的 概率 为 
PAK) = Cp — p)™* 
我 们 可 证 得 下 述 定理 . 
定理 2.2.1 在 = 重 贝 劳 里 试验 中 ,事件 4 在 等 次 试验 中 发 
生 的 概率 为 p,0 二 p 二 1, 则 A 愉 发 生 大 次 的 概率 为 
Pk) = Cipil] — py 《2. 2. 3) 
其 中 天 一 0，1 ,2，… 7， 
注音 到 0<p<1 ,显然 ,CO)>>0, 并 击 二 项 式 定 理 有 
DIPR) = >Ctpl 一 zx 一 [z 十 (1 一 加 了 = 1 


旧 z 站 下 = 个 


若 随 机 变量 邯 的 分 布 律 为 
P{X = Rk} = PCR) 一 CT — pt, R=0,1,2,""*,n 
称 多 服从 二 项 分 布 ; 记 为 XX 一 Bn,p). 
特别 车 式 一 BC1 ,Pp) ,其 分 布 律 为 
P{X =E}= Ctpitl — p= pil — pp) i, k= 0,1. 
即 苞 服从 (0 一 1) 分 布 . | 
例 2.2.5 某 学 生 参 加 一 项 测验 ,对 其 中 20 道 是 非 题 ,纯粹 
本 5 下 
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是 随机 地 选择 是 ”和 “ 非 ”, 试 计算 该 生 至 少 做 对 14 道 题 月 的 概 
解 ” 此 学 生 随机 地 选择 “是 "和 “ 非 ?, 他 答对 每 道 题目 的 概率 
是 p=0.5, 判 断 20 道 题 自 煌 当 于 做 20 重 贝 努 里 试验 ， 
设 外 是 该 生 答对 的 题目 数 , 则 六 一 B(20,0.5) ,所 求 福 率 为 


2 2 ] 12 
PIX>14) = DPIX =&)} = DCh[) = 0.0577 
各 一 14 中 一 1 


如 果 村 求学 生 至 少 做 对 14 题 才 能 通过 测量 ,这 位 学 生 有 通过 测验 的 
概率 亿 为 0,.0577， 

例 2.2.6 一 位 工人 同时 看 管 部 机 床 , 设 每 部 机 床 在 每 一 
分 钟 内 需 修理 的 概率 为 p,0<p 过 1, 试 求 ; 

(ln 部 机 床 在 同一 分 钟 内 有 C00 所 上 所 nn) 部 需要 夏 理 的 概率 
pr: 

《22 若 此 工人 不 能 及 时 收 理 机 床 的 概率 不 到 1 多 ,他 最 多 能 看 
管 几 侣 机 床 ? 

解 ” 在 一 分 钟 内 观察 n 部 机 床 是 天 需要 修理 ,相当 于 是 做 ” 
重 册 努 里 试验 ,用 所 表示 同一 分 钟 内 需要 修理 的 机 床 部 数 , 则 
X~—Btn,p), 有 8 

(lz 部 机 上 床 在 同一 分 钟 内 有 上 部 需要 夏 理 的 概率 为 

pr = PIX=k}= Cp — pp)" 
特别 n 部 机 床 在 同一 分 钟 内 均 不 需 修理 的 概率 为 
po = P{X=0})= (1— py) 
怡 有 一 台 需 上 修理 的 概率 为 
p= P{X=1}) = np ~— pp) 

《2) 出 于 一 名 工人 在 局 一 时 刻 只 能 修理 一 部 机 床 , 当 一 分 钟 内 

有 一 部 以 上 机 床 需 要 修理 他 无 法 及 时 修理 ,其 概率 为 
PIX>1}=1— P{X=0}— PlX=1) 
=]— (1 opp)" — np(ll — p)"! 
邻 No 二 max{n:]1 一 《1 一 pp)" 一 np( 一 7! 过 1 各), 则 no 即 所 求 的 
"60 * 
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机 床 部 数 ， 

例 2.2.7 设 某 种 数字 转 输 器 以 每 秒 512X10 个 0 或 1 的 序 
列传 送信 息 ( 即 每 秒 传 送 512X10 个 0 或 7. 由 于 各 种 干扰 在 传 
送 过 程 中 会 出 现 将 8 误 为 1 或 将 1 误 为 0 的 情况 ,这 两 种 情况 均 
称 为 " 误 码 ”. 设 出 现 一 个 误 码 的 概率 训 一 10-…, 求 在 10 秒 钟 内 出 
现 一 个 误 码 的 概率 . 

解 将 传输 一 个 数字 0 或 1 看 必 一 个 试验 ,关心 是 否 产生 误 
码 ,; 这 个 问题 可 看 成 重 数 为 n 二 512X10X10 的 贝 努 里 试验 ;所 求 
概率 为 

Pasxot 1) 一 Caxot X 10-7 x {1 — 1077)52X0" 7 
显然 ,要 直接 计算 此 概率 较 困难 . 


三 、 油 松 分 布 
设 随机 变量 了 的 分 布 律 为 
P{X =h) = Fe k=0,12, A>0 
称 随机 变量 X 服从 参数 为 A 的 泊 松 分 布 (S. D. Poisson) , 忆 为 
~—(A). 


一 种 分 布 之 所 以 重要 ,通常 是 由 于 两 种 原因 :或 者 它 直 接 产 所 
于 许多 实际 问题 中 , 或 者 它 作为 某 些 重要 分 布 的 极限 商 出 现 , 因而 
在 理论 上 有 重要 意义 , 泊 松 分 布 丙 者 都 其 备 . 

泊 松 分 布 的 实际 应 用 很 广 , 例 如 ,在 单位 时 间 内 , 某 电话 交换 
台 接 到 的 电话 呼叫 次 数 : 某 服务 台 到 达 的 顾客 数 ! 放 射 性 物质 放射 
出 的 粒子 到 达 计 数 回 的 个 数 : 其 自动 控制 系统 中 损坏 的 元 件 个 数 
等 等 ,都 服从 泊 松 分 布 ， 

下 面 的 定理 则 说 明 泊 松 分 布 可 视 为 二 项 分 布 的 极限 分 布 ， 

定理 2.2.2t 泊 松 ) 设 随 机 变量 序列 王 。 一 1,2，… 有 三 一 
Bin p,}) :Op 

P{X, = RR) = OIpl 一 站 = O02." on 
"l= 


Tr Le 
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若 满足 
lirmmz 访 一 克昌 


则 有 
limP{X, = k} = 人 ie (2. 2. 4) 
证 : 记 为 二 np。; 则 
P{X,. = k} 一 Cap 一 真一 
一 1 一 天 十 Ds) | 1 2 
和 竺 


天 | 六 
-关外 
对 于 给 证 的 点 ， 
lim% = 4, 
lim| 1 = +|[1- 二 | - 一直- 1 ， 
lim| 1 二 一 lim| 1 一 =| = e-, 
故 有 


limP{X, = } = ee” 
分 析 定 理 成 立 的 条 件 limnp, 一 >0, 说 明 参 数列 {p.} 是 与 数 


列 [ 二 1 同 阶 的 无 穷 小 数列 ,在 实用 中 , 当 事 件 4 在 每 次 试验 中 
P(4) 一 户 很 小 ,试验 的 次 数 又 很 大 时 ,在 次 试验 中 4 发 生 的 
频数 就 近似 服从 泊 松 分 布 ,从 而 当 很 大 , 思 很 小 时 ,可 用 治 松 定 
理 近似 计算 二 项 分 布 的 概率 


加 (人 CPO pet (2.2.5) 
其 中 4=np. 
例 2.2.8 设 收 到 一 批 100 个 零件 的 订货 ,每 一 零件 是 次 品 
» 62 。 
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的 概率 等 于 0.01, 该 批零 忻 验 收 合 覆 的 条 件 是 必 哨 数 不 超 过 
件 , 试 求 这 批 订 货 人 台 格 的 概率 . 

解 ” 设 X 是 这 批 订 货 中 的 次 品 数 , 则 苹 ~B(100,0.01) ,所 求 
概率 为 


3 
P{X 3) = > Cioof0 01)*C0. 99)1%72 
k=0 


=0. 9816 
可 认为 苹 近似 服从 参数 为 A 二 np 二 1 的 泊 松 分 布 ， 
P{X& 9) > = = 0. 9810 
例 2.2.9( 合 理 配 备 维 收 工人 问题 有 独立 工作 的 同类 设备 
90 台 , 每 台 发 生 故 障 的 概率 为 0.01, 现 配备 三 个 惨 理 工人 人 ,每 人 分 
别 包 修 30 台 , 求 设备 发 生 故 障 而 无 人 修理 的 概率 ,者 三 人 共同 负 
焉 维修 90 人 台 , 设 备 发 生 故 障 而 无 人 修理 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 设 XX; 表示 第 i 人 包 修 的 30 人 台 设 备 中 同时 出 现 故 障 的 台 
数 , 刚玉 :一 BC30,0, 01) 一 1 2，3. 
4 一 { 第 ;个 人 负责 的 30 台 设 备 出 故障 无 人 怪 理 上 
PltA) =P{K: 守 2 =1— PIXE]1)} 
—~~1—e "30.% "=0.0389, f= 1,2,3 
90 台 设 备 中 有 故障 不 能 及 时 修理 的 事件 是 4,U4:U4:， 
Pa U A, UU A =1 — POCA,A,A,) 
一 1] — P(AYP(CA PA,) 
一 1 一 (一心 0369)3 = 0,1067 
三 个 工大 共同 负责 时 ,; 设 义 为 0 人 台 设 备 中 同时 发 生 故 障 的 
台数 , 则 X 一 BC90,0. 01) ,这 时 设备 发 生 故 障 无 人 修理 的 概率 为 
P{X 之 #4} = 二 1 一 En 


可 见 ,共同 负责 比分 别 负 本 : 
* 3* 
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例 2.2 3 平安 保险 问题 ) 有 2500 名 小 学 生 套 如 了 保险 公 
司 举 办 的 平安 保险 ,每 个 参加 保险 的 小 学 生 , 一 年 交付 保险 费 12 
元 ,车 一 年 内 出 现 意 外 死亡 ,家 属 可 到 公司 领取 2000 元 赔偿 六 ， 
设 一 年 内 每 名 小 学 生死 亡 的 概率 为 0. 002, 求 ; 

(1) 保 险 公司 亏本 的 概率 ; 

(2) 保 险 公 司 获 利 不 少 于 10000 元 的 概率 ， 

解 ” 设 A 二 {公司 出 现 亏 本 }， 

8B 二 {公司 获 利 不 少 于 10000 元 用 

设 广 为 一 年 内 意外 死亡 的 学 生 人 数 , 则 XX~B842500,0.002)， 

(1) 阁 一 年 内 死亡 久 名 学 生 ; 则 保险 公司 内 应 赔付 2000X 元 ， 
事件 4 发 生 的 概率 为 

PA) =P{2000X > 2500 x 12) 
二 PIA > 15} = > Pt) 


天 一 】 


15 起 
=1— ,Pstk) = 1— > Chso0l0. 002) (C0. 9908)" -+ 
让 二 中 


上 让 性 


21 — >) es = 0.000069 


下 二 改 


由 此 可 见 , 该 保险 会 司 在 一 年 内 亏本 的 概率 极 小 . 
(2)P(B)=P{30000—2000X 守 10000} 


1 
=P{(XE10}= > ,Pyoo(k) 


出 王 由 
i 二 
人 Tre “一 上 一 二 
名 上 
一 1 一 0.013695 一 人 986305 
此 保险 公司 获 利 不 少 于 10000 元 的 概率 达 98 多 以 上 ， 


* A 
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3 2.3 ”连续 型 随机 变量 


一 ,概率 密度 汕 数 


离散 型 随机 变量 至 多 只 取 可 列 无 穷 个 数值 ,还 有 一 类 随机 变 
景 的 取 值 却 充满 某 个 有 限 区 间或 无穷 区 间 , 邵 电话 的 呼叫 时 间 ; 注 
量 电 源 电 压 的 误差 值 ;测试 电子 管 的 寿命 ,等 等 ， 非 离散 型 随机 变 
量 中 重要 的 一 类 是 连续 型 随机 变量 

定义 2.3.1 设 F(x) 是 随机 变量 的 分 布 函数 , 若 存 在 非 负 
函数 /zx) ,对 任意 实数 *, 有 


F(z) 一 | reodz (2.3.1) 
称 下 是 连续 型 随机 变量 , 称 fx) 为 的 概率 密度 函数 ,简称 概率 
密度 ， 
如 例 2.1. 3 中 随机 变量 和 电话 呼唤 时 间 ) 的 分 布 函数 为 
QQ 二 < 0; 
Fz) 一 未， Or 
] ， 了 ”二 二。 
1 0<<z<T， 
fe Or 
0， 其 他 


可 验证 Ftr) 一 | fedu, 7 0. 
例 2.1.4 中 电子 管 寿命 下 的 分 布 画 数 为 


国 1 一 e™*, >， 
Ft) = (A 0) 
好， ft < 品 . 
ME 一， 0 
(=| | (1) 0. 
取 了 对 0 ， 0 则 有 了 (2 完 


s 
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也 有 FG)= | Acadz 成 立 ， 

由 定义 2 3.1 知 帮 和 + 都 是 连续 型 随机 变量 . 

概率 密度 所 对 应 的 平面 曲线 称 为 随机 变量 X 的 概率 曲线 , 根 
据 积分 的 几何 意 六 可知 ,分布 水 数值 了 (xz) 是 概率 曲线 下 从 一 到 
z 的 一 块 面积 ,如 图 2. 3.1 所 孙 ， 


Tr) 
Fr) 
过 I 
(人 | Ti Tt 还 
图 2.3.1 图 2. 3.2 
连续 型 随机 变量 的 概率 密度 具有 如 下 性 质 : 


性 质 2.3.1 f(x)>0 
由 定 六 2.3.1 可 知 jx) 非 负 . 

性 质 2. 3. 2 |: ee 

证 由 概率 密度 的 定 闵 和 分 布 隧 数 的 性 质 有 

[fede = lim | fde — lim F ‘x)= 1 
反之 , 若 已 给 一 个 非 负 少数 fx), 如果 
| fdr = 

成 立 ; 则 Xtz) 一 定 是 某 个 随机 变量 羡 的 概率 密度 ， 因 此 ,验证 性 
质 2. 3. 1 和 性 质 2. 3.2 是 判定 一 个 函数 是 盏 为 概率 密度 的 方法 . 

性 质 2.3.3 Pf{zr<X<z)= 上 f(r)dz. 


证 PT 人 T= Fr F(zr) 
二 上 ee 六 FFCzydz 


* 和 和 石 。 
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= [fedz 
|! 


以 上 三 条 性 质 的 几何 意义 是 : 
1) 概率 曲线 不 在 横 轴 的 下 方 ; 
2) 概率 曲线 与 横 轴 所 围 成 的 区 域 总 面积 为 1; 
(3) 随 机 点 X 落 在 (xuzij 的 概率 等 于 区 间 人 zi,zs] 上 ,概率 曲 
线 下 方 的 曲 边 梯形 面积 ( 见 图 2. 3. 2). 
和 性质 2.3.4 车 zz) 在 点 处 连续 , 则 
Fx) = fr), 
证 中 对 变 上 限 积分 的 求 导 定理 ,有 


天 Kxz) = (| fadu)’ = f(x) 


性 质 2.3.5 ton da 
‘一 0, 十 oo) 上 的 连续 函数 . 
证 f(z) 具有 右 连 续 性 ,; 仅 需 证 明 它 的 左 连续 性 ,对 Axr 半 0， 
OF) — F(x — Ar) =P{r— Ar Er) 
= fee 


令 Ar 一 0 , 右 端 极限 为 0, 妈 有 
lim Fx — Ar) = F(X) 
Az—=0t 


了 F(z) 具有 左 连 续 性 . 

性 质 2.36 设 并 为 连续 型 随机 变质 , 则 对 尾 一 指定 实数 
xzo 有 

P{X=2Xx0) =0, x ER. 
证 取 Ar>0, 由 {二 zo}CC{r0 一 AT 二 对 帮 XTo} 可 得 
0 PIX = x70) Plro 一 Ar 
=—F(r) — Flr — Ar) 

令 Ar 一 0 ,根据 性 质 2. 3.5, 上 式 右 端的 极限 为 0, 从 面 PlX= 
xn} 一 个， 


sa 本 了 * 
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性 质 2. 3.6 告诉 我 们 殉 点 : 
《1) 对 于 连续 型 随机 变量 ,有 
Pi 一 了 {和 T 二 PIT Ts 


二 下 人 过 | ”rdzydz 


(2) 连续 型 随机 变量 外 取 任 一 值 的 概率 为 0, 这 与 离散 型 随机 
变量 截然 不 同 . 

这 里 需要 特别 指出 :对 于 连续 型 随机 变量 久 ; 由 PIX=a}= 
0, 不 能 类 定 tX=a} 是 不 可 能 事件 ,实际 上 { 关 = 二 a} 是 一 个 可 能 发 
生 的 事件 . 譬如 对 前 述 电 于 管 的 寿命 了 ,事件 {T= 二 500}( 单 位 ;小 
时 ) 是 可 能 发 生 的 ,然而 工 是 一 个 连续 型 随机 变量 ,由 性 质 2,.3.6 
知 荆 {了 二 800} 二 0. 这 告诉 我 们 一 个 重要 结论 ;概率 为 0 的 事件 不 
一 定 是 不 可 能 事件 ,同样 ,概率 为 1 的 事件 不 一 定 是 必然 事件 . 


二 、 玫 种 连续 型 分 布 


1. 均匀 分 布 
设 连 总 型 随机 变量 羡 具有 概率 密度 


fez) -| < 二 
0， 其 他 

称 芝 在 区 则 ka 六 上 服从 均匀 分 布 , 记 为 对 一 Uka,p)， 

由 式 (2. 3. 1) 得 外 的 分 布 函 数 为 

0 工 世 
sa 

]， 正和 过于 
六 和 Fz) 的 图 形 如 图 2. 3.3 和 和 图 2, 3.4 所 示 . 

例 2.3.1 在 例 2.1.5 中 的 电话 呼唤 时 间 久 服从 C0,T) 上 的 
均匀 分 布 ， 

. 68» 


FT) = 


如 祥 区 < 
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站 之) Fir) 


如 人 - 二 工 
图 2. 3.3 图 2. 3. 4 
解 ”我 们 已 求 得 所 的 分 布 函数 为 
心 ， 区 < 局 
F(X) = 未; 0 所 xz<T 
dO, 了 


由 于 连续 型 随机 变量 XX 取 个 别 值 的 概率 为 0, 改 变 (x) 在 个 别 点 


处 的 值 ,不 影响 其 有 关 事 件 的 概率 ,不 妨 补 充 定义 : 
(Xx) 二 0， 二 0 或 X= 二 本 
即 得 工 的 概率 密度 为 


由 
fr) 一 上 
0， 其 他 


DT 


者 随 机 变量 忒 一 Utayay 则 对 任意 长 度 为 上 的 子 区 间 (cyc 十 


站 Ca 有 
< 十 寺 
有 人 过 十 =| Frydxr 


To 1 | f 
=| Re ee (2. 3. 2) 


即 3 落 在 (ay 他 的 子 区 间 内 的 概率 只 恢 球 于 子 区 间 的 长 度 , 而 与 


了 于 区 间 的 位 置 无 关 . 


例 2.3.2 一 电阻 器 的 电阻 位 环 是 一 个 在 9000 和 11000 之 
间 ( 烙 定 值 10006 带 有 土 10 名 的 最 大 误差 ) 均 匀 分 率 的 随机 变量 ， 


求 R 落 在 3500 至 10500 之 间 的 概率 . 
"69 
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解 尺 的 概率 密度 为 


] 
Fer) -Ter 900 < 二 1100 


9， 其 他 
有 P1950<RE1050} = jm sod = 0.5 
2， 指 数 分 布 
例 2.3.3 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
fr) = 人 0 (0 > 0) 
试 确定 常数 天. 
解 由 于 | f(z)dz 二 1， 有 


+ . 
ww 


可 得 天 一 志 e",X 的 概率 密度 为 


1 — tr 
ro- 后 (0 > 0) 
0, 工人 
到 a==0,6 二 元 ,有 
a 人 A>0) (2.3.3) 

称 随机 变量 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 ， 

例 2.1.4 中 电子 管 的 寿命 了 即 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 ， 

指数 分 布 在 工程 土 有 广泛 用 途 , 可 参见 $2.4 应 用 实例 中 的 
寿 但 问题. 

作为 一 个 合 于 ,这 里 证 明 服 从 指数 分 布 的 随机 变量 的 一 个 有 
趣 性 质 一 一 “无 后 数 性 ”. 

例 2.3.4 设 随 机 变量 XX 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 ,对 任意 ;5 
0 和 络 0, 有 

+ 7 * 


A 


PIXSwtt sRSt) PRSS) 
证 ; 当 x>0, 有 P {XX>x} 二 [fodu - | 


Pix > 十 5} 一 二 +) 加 a 


PIX > 1} 让 一 
= P{ 区 > s) 
无 后 效 性 又 称 “ 无 记忆 性 ” ,在 电子 工程 中 ,指数 分 布 篆 用 来 描 
述 处 于 稳定 工作 状态 的 元 器 件 寿 命 - 


三 、 正 态 分 布 


正 态 分 布 在 概率 论 中 起 着 非常 重要 的 作用 ,在 各 种 分 布 中 , 它 
居于 首要 的 地 位 ,这 是 因为 在 实际 问题 中 ,许多 随机 变量 都 服从 或 
近似 服从 正 态 分 布 , 第 五 章 的 中 心 极 眼 定理 将 请 明 其 缘由 

定义 2.3.2 若 连 续 型 随机 变量 三 的 概率 密度 为 


Ki = exp{ 一 (〈 芝 一 AAA20 1 XER 


] 
5 V2x 
《2. 3, 4) 
其 中 40 均 为 常数 , 且 0, 称 于 服从 参数 为 几 呈 的 正 态 分 布 
(或 高 斯 分 布 ) , 记 为 京 一 NGCP5c )， 
特别 当 pz 一 0,a=]1, 即 舌 ~NC0, 1 称 于 服从 标准 正 访 分 布 ， 
其 概率 密度 简 记 为 


1 = 
oA) 一 TV,1) 一 -tT, XE (C2, 3,8) 
ys 


下 面 验证 六 xz; 0) 基 一 个 概率 密度 . 
首先 ,对 任意 实数 ,YXz;4,07) 之 0, 作 代 换 !== 汪 (zx 一 pz), 并 


令 
十 sm 1 十 1 让 三 2 
i -| 一 了 | eo Ux 
一 cm A OT —% A DAT 


TT1* 
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而 
su 1 ede 


2 Han 2 + 2 
-| 1 edz| e 一 号 dy 


— i 2 二 df -on 
十 53 广 十 33 
= 去 | | es drdy 
1 吕 页 十 = _r 二 | 
- 志 | [| re zdr | d 一 | 6 =] 


CPR EE 一 1 


正 态 概 率 密度 人 zipye) 具 有 以 下 性 质 ; 
《1)9zimsd2) 处 处 大 于 0 而且 具 有 各 阶 连 续 的 导 函 数 ; 
《C29Crypg90) 在 (一 co 内 单调 增加 ,在 点 = 达到 最 大 


l T A 一 一 xD 二 一 一 CD 是 
值 /过 :' 在 (ww, 十 1 音调 减少 , 当 十 co 或 时 


TS 
(35 I 1) 关于 直线 工 一 六 是 对 称 的 , 即 对 任意 实数 z, 有 
PEO TAT) = HR I 0) 
从 而 Plpg—zr 人 XE = PHN I)} 
根据 以 上 性 质 并 应 用 函数 作 图 法 ,可 以 绘 出 正 态 概 府 曲 线 ; 见 
图 2. 3.5 和 图 2. 3. 6. 


图 2. 3.5 
从 图 形 中 可 以 看 出 , 正 态 分 布 中 的 两 个 参数 上 和 = 有 非常 重 


* Ts 
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图 2.3.6 


要 的 意义 : 

如 果园 定 sz; 改变 £ 的 值 ; 则 图 形 沿 着 = 轴 平 移 , 不 改变 其 形 
状 ( 如 图 2. 3. 5 所 示 ); 参 数 确定 了 正 态 概 率 曲 线 的 中 心 位 置 , 称 
1 为 位 置 参 数 ， 

如 果 固 定 上 ,改变 = 的 值 , 当 o 越 小 时 ,Fz;p,0 ) 的 最 大 值 越 
大 ,其 曲线 越 陡 (如 图 2. 3. 6 所 示 ), 因 而 落 在 £ 附近 的 概率 越 
大 ,有 即 参 数 os 反映 了 随机 变量 XX 取 值 的 分 散 程度 ， 

车 湖 机 变量 六 一 N (no?), 其 分 布 应 数 为 


Bs | [~ > 世良 
(2. 3. 6) 
车 六 服从 标准 正 态 分 布 ;其 分 布 应 数 记 为 
Br) = | ed rER (2. 3.7) 
为 计算 方便 , 人们 编制 了 标准 正 态 分 布 表 六 见 附 表 2) 以 供 查 赔 . 
易 知 B(x) = 1— Bx) (2. 3. 8) 
故 附 表 2 仅 对 x 之 0 给 出 下 (zxz) 的 函数 值 . 


正 态 分 布 随机 变量 的 概率 计算 都 能 归结 为 标准 正 态 分 布 随 机 
变量 的 概率 计算 ,有 如 下 常用 计算 式 : 
(1) 若 关 一 和 N00,1), 则 
Pla<XEb) = DB) ~ Ba) (2. 3. 9) 
+ 7. 
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(2 河套 一 (CA 风 ] 


Plz <X 二 za 一 全 一 人 一 中 王 了 (2. 3.10) 
事实 上 ,在 式 (2. 3. 6) 中 令 y 一 一 ,有 dt 一 ody, 则 
Br sp07) 一 一 本 -¥d 
TH dE) 一 一 一 eTdy 
Var! -~ 


-| (2. 3.11) 
[i 


入 而 Pi 之 Tr Or ) 
-9| 2 一 中 2 
三 好 
例 2.3.5 设 X 一 Nt) 试 求 ; 
(PLX<2) (WP{—2<XE—1); 
(3)P{|X|>1.5}. 
解 (DP{l<XS2}= 人 $2) —@ (1) 
=0. 9772 一 0. 8413 一 0. 1359 
(2)PI—2<~XE—1})=P(ll<X&2}=0,1359 
‘(39P{|X|>1.5}=1— PllX|&1. 5} 
=1—[®(1.5)—@$(—1.5)]=2~2$01. 5) 
=2—2X0.9332=0. 1336 
例 2.3.6 设 下 一 N(1,4)，, 试 求 ; 
(DP{XE—3}, (P(EXEI}, 
(WP{IXI>1), (4)P{0<X<<1.6)， 
解 (DP{X<—3}=@| 二 -| =@(—2) 
一 1 一 外 (2) 一 1 一 0.9772 一 0.0228 
(CPU<X<3) 一 中 :| 一 中 2 
一 多 (1 ) 一 名 (0) 一 0. 8413 一 0. 5 一 0. 3413 
(WP{IXI>1}=1—P{|XI<1) 
a 7 + 


-| 二 人 
一] 一 钳 (人 40) 十 国 一 1 一 2 一 各 (0) 一 全 1) 
—2—0.5—0.8413=0. 6587 


CY)P{O<XEL. 6} =g| 攻 | 一 到 -| 
一 名 50. 3) 一 寓 ( 一 0.5) 
一 理 (0,. 3) 一 1 十 更 (0. 5) 
一 0. 6179 一 1 十 0.6915 一 0. 3094 
例 2.3.7 设 革 ~NCps0), 求 芒 落 在 区 间 C 一 A0 ,gx 十) 内 
的 概 率 ,=1,2,3. 
解 Pip—a<X<pto) = ot | | 
= 人 (1)—B(—1)=28(01)—1=0. 6826, 
Pip—20< Xt20}) =2D(2)—1=0. 9544， 
Plpg—30<X<E+ 3g) =2D(3)—1=0, 9974, 
由 此 可 见 , 正 态 随 机 变量 区 在 以 位 置 参 数 产 为 中 心 , 尘 各 为 
30 的 对 称 区 间 内 取 值 的 概率 达 99 多 以 上 ,而 XX 几乎 不 在 (一 3c， 
Pr 十 3c) 之 外 取 值 . 
例 2.3.8 设 及 一 N00,1), 若 


Bi Sh 请 


称 ze 是 标准 正 态 分 布 的 上 侧 分 位 数 5 见 图 2. 3. 7). 
因 PRY>u}=1— P(X<wu)=1— 人 Bu)=a 


l 


经 
eidit 二 a 


得 

DH = la (C2. 3. 12}) 
可 利用 标准 正 态 分 布 表 查 得 上 侧 分 位 数 , 如 取 a 二 0.05, 有 
(wo0)= 二 1 一 0.05 二 0.95, 查 得 wo 0s 二 1. 645. 

例 2.3.9 某 人 和 需 悄 车 到 栅 场 措 飞 飞机 , 现 有 两 条 路 线 可 供 
选择 . 走 第 一 条 路 线 所 需 时 间 为 和 ,Xi1~ 和 (50,100); 走 第 二 条 
路 线 所 需 时 间 为 式 ,X 一 NC60,16)、 问 ; 

刘 75 中 
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图 2.3.7 
(17 若 有 70 分钟, 应 选择 哪 一 条 路线? 
(2) 若 有 65 分 钟 ,应 选择 哪 一 条 路 线 ? 
解 “1) 若 有 70 分 钟 可 用 ,采用 两 条 路 线 可 及 时 赶 到 的 概率 
分 别 为 


P{0 < X, & 70) = 中 | 挝 


一 下 (2) 一 加 (一 5) = (2) 
Plo<X,<70) = 巴 二 人 | 一 吓 一 一 
= 人 (2.5) — B(— 15) -~ B(2. 5) 
由 于 C2. 5) 盖 更 (2)， 所 以 选择 第 二 条 路 线 为 好 . 
(2) 若 有 65 分 钟 可 用 时 ， 


P{0 < XX, < 65) = ssl 到 | > B01.5) 


PI0 <¥, 所 65} = | |- 中 | 一 全 | ed 25) 


由 于 名 (. 7 这 玫 (1.25) ;所 以 应 选择 第 一 条 月 线 . 
$2.4 应 用 
随 着 现代 科技 的 发 展 ,各 种 设备 系统 的 结构 日 趋 复杂 ,请 如 卫 


星火 稍 . 习 机、 导航 系统 的 各 类 系统 的 可 草 性 被 所 上 了 科学 研究 
as 7 * 
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的 日 程 . 提高 系统 的 工作 可 靠 性 ,可 从 两 方面 着 手 : 一 是 提高 每 一 
组 感 元 性 的 可 靠 性 . 二 是 铺 究 系统 的 最 佳 设 计 , 使 用 与 维修 方案 
等 . 这 里 介绍 两 个 利用 概率 论 对 系统 可 靠 性 进行 量化 分 析 的 例子 . 


一 、 元 件 的 寿命 


考虑 某 个 元 件 , 护 定 它 在 :=0 时 开始 正常 工作 ,一 直 持 续 到 
时 刻 工 ,在 TT 时刻 发 生 故 障 ; 称 T 为 首次 故障 时 刻 ,或 称 它 为 元 件 
的 寿命 ， 

记 随 机 变量 了 的 分 布 函 数 为 Ft) , 称 

RI = PIT 1 =] Ft) 
为 此 元 件 的 可 靠 性 陋 数 . 人 
由 分 布 函数 的 性 质 易 知 

{10 RD RO ,只 ( 十 cc 一 和; 

(2 六 人 一 1 当 t<0; 当 1 守 0,RG) 是 严格 单 隆 函 数 ; 

CIPOGOLTETA) =RO— RGTAMD) ,0, A 0. 


设 工 是 元 件 的 寿命 , 称 
MG = lim PP 人 Et+ AIT>Y) 

为 工 的 瞬时 失效 率 ( 故 障 率 ). 

Mt 是 元 件 在 上 时刻 议 前 正常 工作 ,在 1 时刻 失效 的 条 件 概 
率 . 

元 件 的 寿命 的 分 布 函数 Rd) ,可 靠 性 畏 数 RU) ,以 及 上 胜 时 
失 痪 率 Ac 有 下 述 关 系 成 立 : 

(ROY=1—F0); (2.4, 1) 

(2)24() 二 一生 从， 1 0， (2. 4. 2) 

(IRG)=exp{— | (ds}, £0. (2. 4. 3) 


证 朋 (1) 式 显然 成 立 ， 


(WY EOPTE A NT = Se 


P{T +t) 
= 77* 
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RO RGA+A) 
RU) 

1 1 RO—RGtAr) 
MD lim A RC) 


1 [RGFAD-RG)] RG) 
RO A RG) 


(3) 知 设 初始 条 件 尺 (0) 一 1, 求 解 撤 分 方程 
人 一 一 RCR 《2 
R(O) =1 
得 J | (syds} 


由 瞬时 失效 率 的 定义 知 4 是 非 负 画 数 , 且 由 函数 增 量 公式 
RG + 人 ) — ROG) = R'CO)AM + O07) 


可 得 
PIT < 十 AT> 时 一 RD 一 RS 十 人 
= A A 十 DCAr) 
很 名 种 类 的 元 器 忻 在 稳定 工作 的 情形 ,其 寿命 在 : 时 刻 的 瞬 
时 失效 率 可 看 成 常 效 
由 (让 ee 中， 站 > 0 
即 有 
P{T<t+ aT > = A + 0(A) 


(和 希 人 鲍 2. 1. 4) 代入 式 52.4. 1) 一 (2. 4. 3), 竹 
RE) = exp{— [2a =e"*, £0, 
由 


加 l—e*, £10; 
元 器 件 工 作 相 当 长 时 间 以 后 ,会 产生 老化 现象 , 苦 酸 时 失效 率 
与 时 间 增 长 成 正比 , 设 
7 有。 


pDF 文件 使 用 "pOfFCt077" "这 用 肢 相 全 过 TT 人 


Att) = Rt, AD 


M12 
R(t) = exp{— | Asds} = exp| 一 二 
必 


LEA? 


ro-| -me- 色 > 
性 ， ft 过 0, 
利用 前 带 的 结果 ;我们 还 可 以 讨论 更 复杂 的 情形 . 


二 .计算 的 可 靠 性 


用 三 台 计 算 机 独立 地 并 行 工作 ,每 次 的 计算 结果 采用 三 台 机 
器 “少数 服从 多 数 ” 的 原则 进行 判决 ,以 期 提高 计算 的 可 招 性 . 另 
一 方面 ,使 用 的 机 器 多 了 ,元 忻 总 数 增多 ,出 结 的 机 会 也 增多 . 那 
么 ;这 种 三 请 机 器 按 和 多 数 表 决 的 工作 方式 是 否 一 定 会 提高 可 厘 性 ? 
在 什么 条 件 下 最 有 利 ? 可 和 洁 性 的 效率 ”最 大 可 提高 包 少 ? 于 而 我 
们 对 这 些 问 题 作 初 步 的 定量 分 析 . 
假定 三 台 机 器 是 同类 型 的 , 记 每 台 计算 机 的 寿命 为 上 ,其 分 布 
函数 为 
l1—~e™*, tO0 
Fi) = :0 
可 舍 性 函数 为 
ROY = PI =e*,t > 0 
通常 把 8 一 六 称 为 规格 化 时 间 , 邻 
入 一 { 在 中 时 间 内 单机 正常 工作 小 


则 P(A)=e (2. 4. 4) 
由 于 三 全 机 器 独 立地 工作 ,可 考虑 为 见 努 里 概 型 ,用 ?表示 4 出 
现 的 次 数 , 则 9~B(3,e7 站， 
三 台 栅 器 并 行 工 作 , 热 行 正 确 , 就 表明 人 4 至 少 出 现 丙 次 ,其 概 
+ TO +* 
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率 为 
Py 2} =P,(2) + P,(3) 
=Cile Nl — eh) + Cite th) 
一 38 3(] 一 e- 站 十 e- 闻 {2, 4. 5) 
所 俏 三 台 表 关 比 单机 可 靠 , 表 明 以 下 不 等 式 成 立 : 
P77 守 2} 之 P(A) 


即 3e-2(] 一 8 有 十 ee" 只 之 e-8 
解 得 eeK3e- 一 2e-2 一 1 六 
因 e >0, 有 
3e 一 22 一 1 芒 (2. 4.6) 
令 f= ef 26-B— 1, Po 


由 高 等 数学 知识 可 知 1(8) 在 8= 一 ln 立 一 0. 228 处 有 一 极 大 值 ， 
且 /(B) 的 西数 图 像 如 图 2.4.1 所 示 . 当 规 格 化 工作 时 间 8 在 0.7 
以 下 , 式 (2.4. 6) 才 成 立 * 且 当 0.2<8<0.4 时 才 比 较 明 显 地 表示 
出 三 机 协同 工作 比 单机 工作 优越 ; 当 B>>0.7 时 ,三 机 协同 工作 的 
可 区 性 反 不 如 单机 . 


图 2.4.1 


少 


.BO 。 
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本 
EE 


E 表示 三 机 协同 工作 相对 单机 工作 所 能 改善 的 可 靠 性 的 “ 效 窜 ”， 
将 式 (2. 4.47 和 式 (2. 4.5) 代 人 土 式 ,得 


_3e (eie en 


Fa a 
二 3e F(tl1 一 8 站 十 e* 玉 一 1 
一 3e ff De BB 1 = fb) (2. 4. 7) 
前 面 引 进 的 隔 数 (8B) 即 提 高 的 可 靠 性 的 效率 . 因此 三 机 协同 工 
和 作 最 大 可 能 提高 的 效率 为 


Ew —/|— ln )=12.5% 


应 考虑 到 ,这 里 提高 的 12. 5 多 的 可 幕 性 效率 是 由 多 用 两 台 机 器 设 
备 为 代价 取得 的 - 


习 题 二 


1. 一 批 唱 位 管 中 有 9 个 合格 品 和 3 个 不 人 台 格 品 , 从 中 任 取 一 
个 安装 在 电子 设备 上 ;如 果 取 出 不 合格 品 不 再 放 回 , 求 在 取得 合格 
唱 坟 表 已 取出 的 不 合格 品 数 的 分 布 律 . 

2. 司 一 系列 独立 的 试验 ,每 次 试验 成 功 的 概率 为 产 (0< 扫 产 挟 
1) , 求 : 

《1 在 ?次 成 功 之 前 已 经 失败 次 数 革 的 分 布 律 ; 

《2 首次 成 功 时 试验 次 数 了 的 分 布 律 . 

3. 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 

P{X=h)=C. [| k= 1,2,3 

求 C 的 值 . 

4， 随 机 变量 区 的 分 布 律 为 

P{X=R} = (1 a)ar, k=0,l,2,* 
地 gl 划 
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《122 可 取 何 值 ? 
‘2; 证 明 对 于 任意 两 个 正 整 数 ; 和 +, 有 
是 | 

5. 一 批 产品 共有 25 件 , 其 中 5 件 次 品 ; 从 中 随机 地 一 个 一 个 
取出 检查 , 共 取 4 次 , 设 式 是 其 中 的 次 品 数 , 若 

(1) 每 次 取出 的 产品 仍 放 回 ; 

(2) 每 次 取出 的 产品 不 再 放 回 ， 

写 出 区 的 分 布 律 ， 

6.、 某 射手 每 次 射击 击 中 目标 的 概率 为 0.8, 现 连续 射击 30 
次 , 写 出 击 中 目标 的 次 数 忒 的 分 布 律 ,并 求 出 30 次 射击 未 击 中 目 
标的 概率 ， 

7. 一 放射 源 放 射出 的 任 一 粒子 穿 透 某 一 屏蔽 的 概率 是 0. 01， 
现 放射 出 100 个 粒子 , 求 至 少 有 两 个 粒子 穿 透 屏 项 的 概率 . 

8. 设 随机 变量 区 服从 泊 松 分 布 , 且 PiX==1}=P{IX=2), 计 
算 P{X=4). 

9. 在 一 个 周期 内 ,从 一 个 放射 源 放 射出 的 粒子 数 羡 是 服从 泊 
松 分 布 的 随机 变量 ;如 果 无 粒子 放射 出 的 概率 为 1/3, 试 求 ; 

(1)X 的 分 布 律 ; 

(2) 放 射出 一 个 以 上 粒子 的 概率 ， 

10. 一 个 口袋 中 有 六 个 球 , 在 这 六 个 球 上 标明 的 数字 分 别 为 
一 3, 一 3,1,1,1,2, 从 锚 中 任 取 一 个 球 , 试 求 取 得 的 球 上 标明 的 数 
字 专 的 分 布 律 及 分 布 明 数 . 

11. 设 随机 变量 七 的 分 布 曙 数 为 (zl 用 天 (z) 表 未 下 述 概 


府 ， 
(DPIX=a}, C2IP{lX<a}, 
(2)P{Xa}; Cd)P{X a), 
12.《 柯 西 分 布 ) 随 机 变量 区 的 分 布 函数 是 
F(T) = 和 A 二 Barctgzy 一 5 挟 冲 二 十 oo 
试 求 ， 


,有 2 。 


i pid ii si 
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《1 系数 4 和 号; 
2) 落 在 区 间 5 一 1 17 内 的 概率 ; 
C3 的 棵 宝 窒 诺 . 
13. 设 随机 变量 关 的 分 布 消 数 为 
l— (lA , x~>0 
0, 立 妇 0 
试 求 X 的 概率 密度 ,并 计算 PiX1} 和 了 {XX 之 3}. 
14. 设 随机 变量 区 的 概率 密度 为 
I(x) = 4e ri 二 0 
试 求 :(1) 系 数 A4;(2)X 的 分 布 函 数 
15. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 
fer) = 人 一 0 之 并 人 1 


0， 其 他 
《1) 求 天 的 分 布 函数 ; 
《2 确定 满足 己 {1X<c5 一己 (和 有) 的 数 丘 
16. 从 一 批 子 弹 中 任意 抽出 5 发 试 射 ,如 果 设 有 一 发 子弹 落 
在 靶 心 2 厘米 以 外 , 则 整 批 子弹 将 被 接受 设 弹 着 点 与 车 心 的 距 
离 和 (厘米 ?的 概率 密度 为 


jx} 一 


Fitzx} 一 


Are-*, 0<zr<a 
0， 其 他 
试 求 ; 1) 系数 A4}(2) 该 批 子 弹 被 接受 的 概率 . 
17. 在 长 为 上 的 线段 上 随机 地 选取 一 点 ,将 其 分 为 两 段 , 短 的 
一 段 与 长 的 一 段 之 比 小 于 1/4 的 概率 是 多 少 ? 
18. 设 随 机 变量 了 厘 从 (0,5) 上 的 均 句 分布 , 求 方程 
dT 十 4X77 了 十 Y 了 ?=0 


有 实 根 的 概率 ， 
19， 一 于 子 信号 在 人 0, 工时 间 内 随机 地 出 现 , 设 0 二 二 二 
工 , 求 + 


(1) 信 号 出 现在 区 间 Ceo st) 内 的 概率 ， 
+* 3 = 
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2) 信和 号 在 5 时 刻 前 不 出 现 , 在 G) 内 油 现 的 概率 

20. 若 随机 变量 X 一 No0,1) , 试 求 ， 

(19P{IXE—2.5}, (2})P!{|XI>1. 58}. 

21. 车 随机 变量 苹 ~N(2,0.16), 试 求 ; 

IPIX 守 2.3}， (2)P11. 8 过 区 起 2, 1}. 

22. 设 某 城市 男子 的 身高 了 ~N(170,36)( 单 位 :cm), 间 应 如 
何 选 择 公共 汽车 门 的 高 度 , 使 男子 习 车 时 与 车 门 碰 涉 芍 机 会 小 于 
0.01? 

23, 两 台电 子 仅 器 的 寿 售 分 别 为 Misi BX NAO,36), 
Xs~N(45,9), 寿 要 在 45 小 时 的 期 间 内 使 用 这 种 仪器 , 问 选 用 哪 
一 台 仪 器 较 好 ? 震 在 52 小 时 内 使 用 呢 ? 

24. 半 工 六 生产 的 电子 管 寿命 X( 单 位 :小 时 ) 服 从 正 态 分 布 
N (1600,a?) ,如 果 要 求 电子 管 的 寿命 在 1200 小 时 以 上 的 概率 达 
到 0.96, 求 o 值 . 

25. 设 随机 变量 苹 一 NC60,3?), 求 分 点 ix 使 入 分 别 落 在 
(一 coyT17 TIT) TI; 十 00) 的 概率 之 比 为 3:4:5. 


* 总 术 。 
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第 三 章 多 维 随机 变量 


在 实际 问题 中 常 需要 同时 考虑 两 个 或 两 个 以 上 的 随机 变量 . 
例如 ,为 研究 某 一 地 区 学 龄 前 儿童 的 身体 发 育 情况 ,对 该 地 区 的 儿 
童 进行 抽查 ,对 每 个 儿童 都 能 观察 他 的 身高 .体重 等 身体 指标 . 又 
如 , 当 一 个 确定 的 正弦 信号 经 过 信道 随机 干扰 后 ,输出 信号 的 振 
幅 、 相 位 和 角 频 率 都 是 随机 变量 ， 


3 3.1 二 维 随机 变 置 及 其 分 布 


一 、 联 合 分布 声 数 


定 久 3 1.1 设 随 机 试验 E 的 样本 空间 为 ,对 于 每 一 个 样 
本 点 wwEQ, 有 nn 个 实数 于 (00) ,下 (00) po 与 之 对 应 , 则 称 
它们 构成 的 有 序 组 (ZX,, 工 ,,…, 工 .) 为 nn 维 随机 变量 ,或 # 维 随机 
向 量 . 

前 述 儿 童 身 体 刍 康 抽 查 试验 中 ,样本 空间 

0 二 {该 地 区 的 全 体 儿 童 } 
儿童 们 的 身高 瑟 和 体重 他 (五 ,W) 构 成 定义 在 总 上 的 二 维 随机 
变量 . 

由 于 二 维 随机 恋 基 与 维 随 机 变量 没有 本 质 的 差别 , 为 讨论 
简单 和 便于 理解 起 见 , 下 面 著 重 讨论 二 维 随 机 变量 . 

二 维 随 机 变量 (和 ,7) 中 的 式 ,Y 是 定义 在 同一 样本 空间 如 上 
的 随机 变量 ,将 它们 的 分 布 泪 数 分 别 记 为 

Fx(T) = PIXEI}, FyO) = PIY Sy) 

定义 3.1.2 设 ( 人 ,7) 是 二 维 随机 变量 ,(xz,y) 是 任 一 实数 

对 ; 记 { 关 所 Xx, 了 才 y) 二 {下 二 Xx) 门 { 说 吃 y) ; 称 二 元 函数 
让 85 中 
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Flrxy) = PIREIY Ey) (3.1.1) 
为 (下 ,了 ) 的 联合 分 布 函数 地 与 了 的 分 布 沙 数 Fi(x) 和 Fy(y) 称 为 
( 针 , 了 ) 关 于 革 ,Y 的 边 绿 分 布 冰 数 . 
二 ”PP{X 和 Xz} 二 PIXSEITY 二 Toco] 
PY y}=P{X<+ooY Ey) 
得 到 联合 分 布 通 数 与 边缘 分 布 函数 之 间 的 关系 式 如 下 ， 
上 xD 一 im F(x,y), Fy(y¥) = Jim F(x,y) {3, 1. 2) 
车 将 二 维 随机 变量 (X,7) 看 成 平面 上 随机 点 的 坐标 , 则 联合 
分 布 函数 已 (>,y) 就 是 随机 点 (X,Y) 落 在 以 (z,?) 为 顶点 , 面 位 于 
该 点 左下 部 斜 线 平面 域 上 的 概率 ,如 图 3. 1.1 所 示 - 
y 
(xy) 


G0 


图 3.1.1 F(zr,y) 的 几何 冀 义 图 3.1.2 二 维 概 率 计算 
由 图 3.1. 2 不 难 着 出 ,随机 点 (, 耻 落 和 信和 矩 形 DPD= 4x13) :X71 
< 二 ys 内 的 概率 为 
P{z 和 ET YR ys} 
= F{xos ys) — Firs yi) — FT sys) 
十 Fry (3. 1. 3) 
二 维 联 合 分 布 函 数 F(z,y) 上 共有 以 下 性质 : 
(1)PCzy) 分 别 对 工 ? 单调 不 降 , 即 
rr ry F(tr yy) ;对 一 切 yER:; 
于 Fr ;对 一 切 了 TER. 
(2)F(z,y) 对 每 个 变 元 右 连 续 , 妈 有 
lim Ftr,y) = Froy) ,对 一 切 Y EER; 


I—In 


*" +* 
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lim Fr,y) 一 站 (rz 对 -一切 工 乓 R. 


了 
C3)FCrsY) 是 非 负 有 界 辐 数 :0 所 F(z) 志 1; 有 日 
jim Fry) = 0 iim F(x,y) = 0; 
工 一 一 一 一品 eo 


.os 
了 十 ce 


《47 对 于 任意 实数 TT ;V1 SY 有 
Flrayy) — Fr yn) — Fry) + FLT sy) 之 0. 
容易 证 明 上 述 性 质 . 需 指出 , 若 二 元 函数 忆 Cz, 轨 满足 上 述 四 条 性 
质 , 则 必 在 在 二 维 随 机 变量 (X,Y 了 以 F(x,y) 为 联 会 分 布 函 数 : 
例 3.1.1 二 元 函数 
1， 工 十 ?了 之 0 


F(xryYy) = 
- 0， 工 十 YY 二 0. 


此 函数 具有 性 质 (1),(2),(3), 但 
FO 1) 一 下 (一 1,1) — Fs 一 1 二 (一 1 一切 
一 1 一 1 一 1 十 0 一 一 

故 (4) 不 成 立 , 下 (zy 不 是 联合 分 布 函数 . 

例 3.1.2 设 二 维 随机 变量 (二 ,了 Y) 的 联合 分 布 函数 为 
1] 一 2 一 2 二 2 当 守 0,y 之 人 0 

0， 其 他 ， 

求 边缘 分 布 函数 ExCrJ 和 Fry(Cy)y 以 及 概率 卫 {11 二 大安 2，3 一 ?到 
51}. 


解 FxCz)= lim Fz,y)=| 
了 二 


F(x,y) 一 


1—2 7， X00: 
0， Te 
1 一 2 7 ， ?0i 
py lin Pesy)=| 0, yy<o. 
Pil 二 汪 213 之 y 守 5) 
=— FOS) 一 下 (2237 — FO) FC(l,3) 
一 《1] 一 2 一 825 十 2 一 和 一 2 一 2 十 2 
一 人 一 2 一 2 二 2 人 二 人 一 2 一 2 十 2 
» ART» 
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+ 
1#8 
n 维 随 机 变量 (X， ? ; 注 ,) 的 联合 分 布 函数 定义 为 
EE PixX: < 1 所 3 < Xr < so 
(3. 1. 3) 
式 中 riyzaz 是 1 个 任意 实数 .，- 
下 (的 联合 分 布 男 数 ,可 确定 其 中 任意 大 个 (1 
人 kn) 分 量 的 联合 分 布 沙 数 , 称 为 上 维 边 缘分 布尔 数 ,如 
Fx (zx) = Fz, + oss + 00), 


Fx x, CX ;Tp) F(z + 十 py 十 oo}, 


是 (Xi 六 3 关于 Xi 关于 (XXX 的 边缘 分 布 函 数 
n 维 联 合 分 布 国 数 有 类 似 于 二 维 联合 分 布 函 数 的 性 质 . 


二 、 联 合 分 布 律 


定 多 3.1.3 设 二 维 随机 变量 人 ( 基 ,7) 所 有 可 能 取 值 为 有 限 对 
三 可 列 无穷 对 :fxeyn) 二 1;:2,:" ,Io 
P(X = x = y) = pisisid = 12 《3. 1. 4) 
若 满 足 : 
《] poe0,i,7=1,2, 


称 ( 革 ,了 ) 为 二 维 离散 型 随机 变量 , 称 式 (3. 1. 4) 为 (X, 了 ) 的 联合 分 
布 律 . 
由 (有 ,了 ) 的 联合 分 布 律 可 得 : 
性 质 3.1.1 (XX, 耻 的 联合 分 布 羡 数 为 
Flr,y) 一 > Dp (3. 1. 5) 


Ty 


性 质 3.1.2 随机 变量 总 与 Y 的 分 布 律 为 
P{X= 4) =p.= Dpys j=1,2.; (3.1.6) 


+ BR + 
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PiY 一 yi} 一 Pa 2 a 1 = 一 ya, ‘(3.1.7) 
i=1 


证 P{X=z)= P(X=zx} NEU{Y =»)D 


: = PCOULX = x} {Y= yD 

. = PIX x = 7} = ps 

同 理 PIY=y}= Dp 

大 们 习惯 于 用 表 3. 1. 1 的 形式 给 出 二 维 离散 型 随机 变量 的 联 
合 分 布 律 


由 表 3.1'1 可 见 , 将 表格 中 各 行 的 元 素 相 加 , 放 在 最 右 -- 列 ， 
它 是 随机 变量 六 的 分 布 律 ; 将 表格 中 各 列 的 元 素 相 加 ，, 排 在 最 下 
一 行 , 它 则 是 随机 变量 Y 的 分 布 律 ,故人 们 称 芝 和 Y 的 分 布 律 是 
CX, 了 ) 的 边 绿 分 布 律 ， 

例 3.1.3 竹中 装 有 2 只 和 白 球 和 3 只 黑 球 , 现 进行 有 放 回 的 
摸 球 ,每 次 摸 一 个 ,用 多 表示 第 一 次 摸 出 的 白 球 数 ,Y 表示 第 二 次 
得 出 的 白 球 数 , 表 3. 1,2 给 出 了 (X,Y) 的 联合 分 布 律 以 及 关于 多、 
Y 的 边缘 分 布 律 . 


* 
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表 3.1.2 有 放 固 措 球 


例 3.1.4 若 上 例 中 采用 不 放 回 措 球 ,; 则 (XX,7) 的 联合 分 布 
律 ,关于 天 ,了 的 边缘 分 布 律 则 由 表 3.1.3 给 出 . 


记 3.1.3 无 放 回 措 球 


根据 式 (3,1.6) 和 (3.1.7),; 由 (X,Y 了) 的 联合 分 布 律 可 完全 确 
定 美 ,7 的 边缘 分 布 律 . 例 3.1.3 和 例 3.1.4 中 的 分 量 半 和 了 的 
边缘 分 布 律 是 相同 的 ,但 两 例 的 联合 分 布 律 却 完 全 不 同 , 这 说 明 二 
维 随机 变 基 的 分 布 不 仅 与 它 的 两 个 分 量 的 分 布 有 关 , 还 与 它 的 各 
分 量 之 间 的 联系 有 关 . 

例 3.1,5( 二 维 两 点 分 布 ) 设 (CX ,7 的 联合 分 布 律 如 表 

本 90 冲 
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皇 定 淮 己 痢 理 丸 : 十 轩 醒 训 


3.1.4 所 示 , 其 中 0 之 p 过 1, 称 (X, 了 ) 服 从 二 维 两 点 分 布 ， 写 出 
{ ,了 ) 的 联合 分 布 范 数 时 


解 当 z*<0 或 yc<0 
FT) = PIXERXAT Ry)=0 
当 ORT ORYy 
Fry) =PIX & XY Cy} = pm 
一 1 一 户 


图 3.1.3 
当 0 县 y< 11 科 >， 
TI = PIXEIYEYy= pom=1— p, 
当 1&z ,1 所 yy， 
Flxy) = PIXETYEY) = pw pn= (1— p+p=1, 
综合 得 


+* OO] = 
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Fr 一 41 一 0 过 二 10 过 或 0 所 yy 所 1,1 挟 工 ; 


| 


i 
ee] 
| 


| Tc 0 或 了 <0; 
联合 


概率 密度 


定义 314 二 维 随机 变量 (X,7Y) 的 联合 分 布 函 数 为 
Fx,y) ,如 果 存 在 非 负 的 钞 数 f(x,y) ,使 得 对 于 任意 实数 对 (x， 


7 了) 有 

Flr,y) = | ”Are ,did (3.1.8) 
称 ( 守 ,YY) 是 连续 型 二 维 随机 变 重 ,函数 f(x;Y) 称 为 (YX, 了 7) 的 联合 
概率 密度 


类 似 于 一 维 的 情形 ,联合 概率 密度 /(z, 习 具有 如 下 性 质 : 
CD07Ctr YY) 之 0 处 处 成立; 
十 二 十 喇 
{2) | | Fezpdzdy = 1; 
凡 满 足 性 质 412 和 5 的 二 元 图 数 Fzy) 必 为 某 个 二 维 随机 变量 
(9) 在 f(z, 少 的 连续 点 有 C12) 
(4) 若 GG 是 roy 平面 上 的 一 个 区 域 ,有 


FF (zx,y) 
ardy f(xy); 


天 信人 一 re,as C3.1.9) 
和 
(57)X 7 的 概率 密度 为 
fxr) =) fer)dy, rzER (3.1.10) 
方 (y) = | fdz, EE 着 《3. 1.11) 
称 了 x fr 为 (了 ) 关 于 化,Y 的 边缘 概率 密度 . 
因为 
是 下 
Fx(lx) 一 下 (zi 十 oo) = | [| fu vdv jda 
本 上 时 
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.1 YX 一 Fw(r) = [fcz,w)dv 


即 fx = | “Fasy)dy 
同 理 可 证 得 式 (3. 1. 11). 
例 3.1.6 已 知 二 维 随机 变量 ( 刁 ,Y) 的 概率 密度 为 


jn -Ke >ooy> 
4， 其 他 . 
试 求 :(1) 常 数 天 ; 
《2 边缘 概率 密度 ; 
(3) 概 率 已 (7< 式 } 


4) 联合 分 布 冰 数 已 Cz,7) 和 边缘 分 布 了 本 数 FxCr)， 
解 (1)1 = [| fe, yardy 一 | Ke-eerodzady 


= 太 (| esdz) |e dy) 


=KxX1= 分 
故 瑟 一 2 
i 
C2) fC4) = yer,yyay _ 2e “edy, zx 0; 
口 ， rE DO. 
加 人 让 20Di 
0， 工 去 .0 


(DD) 令 G={(Cr,y) yz) 
P{Y <X} =P((X,Y) € G) = fer, wardy 
本 


守 om 广 十 ee ] 
各 ¥ 3 


C4) FCT YY) 一 | 上 (dr 


。93 。 
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由 站 
一 bJ 
0， 其 他 . 
1 TT Oy 0; 
0， 其 他 


1 = = > Ds 
F 一 一 i Fr = 
9 es 4 0， 二 0. 


可 验证 有 Fx' C(x) 二 x(xr). 
例 3.1.7 设 二 维 随机 变 景 (XX, 了 的 联合 枝 率 密度 是 


1 1 
re -二 es 1] 魏 工 蕊 十 oy ET 
心 ， 其 他 ， 
求 关于 了 的 边缘 概率 密度 fyCy) ,并 检验 所 得 fy(y) 是否 为 概率 
密度 . 


十 99 
解 fy(y) = | flr,yydz 


二 om 1 d 
Us Oy 过 1 


} 2 
， pr 1] 过 .yy< 扫 十 oo 
0, 0 
去 ， Oy 所 1 
本 2 1 和 过 < 忆 十 ceoj 
0， 9 二 由 . 
对 及 有 3 值 均 有 fy(32 守 0; 且 
| yd | od +| 1 4 | 用 1 4 
JTJ = Vdy ,了 Gy 十 |， 2 
二 上 上 二 
一 2 十 2 


+ 0 * 
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四 、 二 维 均匀 分 布 ( 凡 何 概 李 ) 


设 妇 为 xoy 平面 廿 的 有 界 区 域 ,其 面积 记 为 S4c) , 若 二 维 随 
机 变量 (XX ,了 的 联合 概率 密度 为 


oo ea (zy € Gi 
0, (Ty) Et. 
称 ( 和 ,2 在 右上 土 服从 均匀 分 布 . 
设 DD 是 上 6G 的 子 域 iDCG), 则 有 


_lit 1 ;,._ 1 
P(X,Y) ED} -| ss = se ae 


了 的 面积 
ce 的 面积 


这 表明 若 (X ,7 在 G 土 服从 均匀 分 布 , 它 落 在 G 内 任 一 子 域 中 的 
概率 只 与 该 子 域 的 面积 有 关 , 面 与 其 位 置 和 形状 沈 关 , 亦 即 (X,Y) 
落 在 G 的 等 面积 子 域 上 的 概率 保持 不 变 , 这 正 是 均匀 分 布 的 均 
色 ? 信 义 ， 

若 随 杭 变量 元 在 (az 十 服 从 均 刍 分布 ,对 任意 (cd 扩 
ta + 如) 有 


(3. 1. 12» 


_ 一 < 人 的 长 度 
Plc < 过半 二 上 二 了 一 4 Ca,6) 的 长 度 (3. 1, 13) 


根据 式 (3.1. 12)、(3.1. 137 以 及 类 似 的 公式 ,人 和 们 借助 于 了 几何 
上 的 雇 量 (长 度 . 面积, 体积 等 ) 来 计算 概率 ,将 这 种 概率 称 为 几何 
概率 ， 

例 3.1.8 在 时 间 间 隔 L90,Tj 内 的 皇 意 时 刻 ,两 个 不 相干 的 信 
号 都 等 可 能 地 进入 信号 接收 机 , 如果 当 这 两 个 信号 进入 接收 祝 的 
时间 间隔 不 大 于 +t; 则 会 产生 干扰 ,; 试 求 信 号 接站 机 受到 干 找 的 琉 
率 ， 

解 以 无 和 Y 分别 表示 两 个 信号 进 人 接收 机 的 时 刻 ,由 题 设 
条 人 忻 知 (X ,了 ) 在 给 形 攻 域 


+ Oh 
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人 一 人 zcS 安 和 S 安 了 0 < 和 ?< 安 了 | 
上 服从 均 司 分布， 
入 和 号 接收 机 受到 干扰 的 充分 必要 条 件 是 ( 针 ,Y) 落 入 
D= {I(x Iz | 
内 ,根据 几何 概率 公式 (3. 1. 12), 如 图 3.1.4 所 示 , 所 求 概率 


ee 
> 的 面积 
7 (TN0: rf 1? 
es [1 一 未 | 


> 
FP 


i 
oO 上 了 出 
3. ] -二 
例 3.1.9 在 区 间 [L 一 1;2j 上 随机 选取 两 点 ,其 坐标 分 别 记 为 
发 和 了 , 求 两 坐标 之 和 大 于 1 而 两 坐标 之 积 小 于 1 的 概率 . 
解 ”显然 二 维 随机 迹 量 ( 半 ,Y 了 ) 在 和 矩形 
G= {ry 一 1121 yy 区 2) 


上 服从 均 勾 分布 ,所 求 概率 一 避 娩 四 各 


忆 的 而 积 
SCD) =3: 汪 十 2| 二 dz 一 立 十 2ln2 
2 1 并 2 
sD 
故 p= 5 一 Bln2 十 二 
» 
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9 和 THPE 有 1 


图 3.1.5 


五 、 二 维 正 态 分 布 
设 二 维 随机 变量 (了 ,了 ) 的 联合 概率 密度 为 


一. 
We re “AT 一 ep 2 二 | 1 


Em 
_ 20 SH) TH) 十 他 一 向) ]) 


ccz 好 2 
TER yeER C3.1.14) 
式 中 局,msoivesyp 均 为 常数 ,上 且 中 疡 0,0: 守 0, 一 1 之 Pp 之 1, 称 
(X,7) 服 从 二 维 正 态 分 布 , 记 为 (YY) 一 Nm 9ipayatip)， 
例 3.110 设 ( 和 7 了) 一 No0150:150), 即 {X,7). 具 有 概率 窗 
度 


_ 1 i 
HI»,Y) ox 有 | 2{1 一 DJL 


一 20xry 十 | ， (xy) EE RK, 
求 X,Y 的 边 隶 概率 密度 prtx) 和 Py). 
解 Pt )= | rr)dy 


* QT- 
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i i 0 
加 六 pd 201 — Pp) 
一 2pxy 十 ?dy 
积分 式 中 


= 2 
2 二 人 apry 十 了) 


= Tt P2)? + 701 — Pp2)] 
(了 一 Pr | x 
2(]— PP) 2 


作 代 换 ~ 二 =1dy 一 ~ 1 一 Pdt; 则 | 
to 2 = 
Px CT | “ee 0 及 dy 


rt 
= | 已 一 了 本 
27 ES 


| 


_ ]  _ 蔚 
-i 27 一 Fi Fs XER 


同 理 可 得 p(y) 一 ER 


此 例 结 果 是 车 ( 瑟 ,7) 一 和 (0 130, 15p)， 则 三 一 和 (0 1 7 一 
N(0,1) ,更 一 般 地 有 : 

命题 3.1.1 若 二 维 随机 变量 (所 YN Coils Hr03312), 则 
KN TD) YN (M0). 

二 维 正 态 分 布 的 边缘 分 布 仍 为 正 态 分 布 , 二 维 联 合 概率 密度 
完全 确定 了 边缘 概率 密度 ,反之 ,由 两 个 边缘 概率 密度 和 h(x) 与 
PZ(y) 却 不 能 完全 确定 (XX, 了 的 联合 概率 密度 Xx，y)， 


3 3.2 随机 变量 的 独立 性 


由 随机 事件 的 独立 性 概念 可 引进 随机 变量 的 独立 性 概念 . 
» OR* 
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定义 3.2.1 设 ( 代 了 ) 是 二 维 随机 变量 , 若 对 于 任意 实数 < 和 
7, 有 
五 1 和 二 王 后 一 厂 ( 有 福王 (入 (3.2.1) 
成 立 ; 称 随机 变量 敌 和 了 相互 独立 . 
二 维 随机 变量 (X,Y 了) 相互 独立 的 意义 是 对 所 有 的 实数 对 
(zf,y); 随 机 事件 {区 所 zx) 与 取 机 事件 {了 所 y} 相 互 独立 - 
用 分 布 函 数 表示 式 43. 2. 1) ,定义 3.2.1 等 价 于 对 于 一 切实 数 


对 (zy 有 

Fry) 一 Fxr(x)Frty) 《3. 2. 2) 
成 立 ; 其 中 (ryy) 及 Fxtr)、Fy(y) 分 贡 是 二 维 湖 机 变量 (X,Y) 
的 联合 分 布 郴 数 和 边缘 分 布 晤 数 . 


例 3.2.1 证 明 : 若 随机 变量 大 与 了 相互 独立 , 则 有 
忆 { 捧 委 <Y 坟 人) 一 已 { < 大 大 73jP{<Y 委 加 成 
十 ， 
证 由 式 (3. 2. 2) 
Pl ET TY Ey} 
= F(x yd) — Fr ys) — Fx yD) + Fry) 
= Fytro)F ytys) 一 Fxrlrd Fyty) 
一 Fxtra)Fyty) + Fxrtr}ryty) 
= [Fxtxs) 一 天 KZ LFy(tys) 一 ri) 
一 Pix 让 CPi YE yy} 
例 3.2.2 设 随 机 变量 XX 与 Y 相互 独立 ,证 明 随机 变量 XX 
与 也 相互 独立 ， 
证 当 z 守 0 且 y 守 0 
Fixsy) 一 局 二 2 
三 
=—P{— Vr SXEVIIP-vVYy SYEVYy) 
=P{X? < rlP{Y? Ey} = Frn(r)Fn(Yy) 
» OD + 
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当 zc<0y 0 
Fry) = A TY Ry) = 0= PPIX ESTP Ey} 
=Frx(r)F y(ty) 
同 理 可 证 在 其 他 情形 也 有 
Fry) = Ftr)Fy(y) 
成 立 , 放 天 与 天 相互 独立 . 
定理 3.2.1 设 (XY,Y) 是 二 维 离 散 型 随机 变量 , 则 工 与 Y 相 
互 独立 的 充 要 条 忻 是 对 (Y,? 了 ) 的 任 一 对 取信 (xi,y) 均 有 
PIX = zr =y) = PlX = cPIY = yy)} (3.2.3) 
按照 定理 3. 2. 1, 可 验证 例 3.1. 3 中 随机 变量 外 与 了 相互 独 
立 , 而 例 3. 1. 4 中 因 


P 公 一 07Y 一 介 一 言 * 竺 关于" 言 一 P{X 一 OP 一 0) 


故 和 与 了 不 相互 独立 . 
例 3.2.3 将 一 校 均 匀 硬 币 连 抛 两 次 , 令 
本 第 一 次 出 现 正 而 ; 
0， 第 一 次 出 现 反面 
第 二 次 出 现 正面 ; 
0， 第 二 次 出 现 反 面 . 
验证 乞 与 了 相互 独立 ， 
证 《了 的 所 有 可 能 取 值 为 40,0) 1 0) 0,1) 和 《1 ,1)， 
且 取 每 一 对 数值 的 概率 相等 , 均 为 


P{X=i,Y=/)= 


f 一 0,1;7 王 DG,] 


中 


[9 P{X=i}= i 二 0,1 


Pi?Y=7j}=5， j=0t,1 


| 一 SI "~ 
于 


从 而 
P{X=i,Y=j}= 了 =P{X=i}P{Y=)， Cn 


"100* 
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故 蕊 与 了 相互 独立 ， 

定理 3.2.2 设 (XY ,7 了) 是 连续 型 随机 变量 ,其 联合 概率 密度 和 
边 纺 概率 密 分 别 是 (x,y) ,fy(x) ,f(y), 则 于 与 Y 相互 独立 的 充 
分 必要 条 件 是 

3 = fxr(x) fyty) 《3. 2, 4》 

在 平面 上 除去 “面积 ”为 零 的 集合 外 成 立 . 

例 3.2.4 设 二 维 随 机 变量 (区 ,让 在 区 域 G 上 服从 均 句 分 
布 : 其 中 G 是 图 3.2. 1 中 的 阴影 部 分 ;讨论 站 与 了 是 否 相 互 独立 . 


图 3.2. 1 
解 ” 区 域 G 的 面积 为 1, 故 (X,Y 了 的 联合 概率 密度 为 
a ] ， (Ty) EC; 
人 lo 《19) 世 性， 


当 0< 妇 zx 过 2 时 
二 到 
fxlz) =| fr,y)dy 


站 1 +en 有 3 
=| ody+| dy + | 0dy =1 2 
当 x*<0 或 zx>2 时 ,xz 一 0, 综 合 面 得 


0 革 XTE2; 


1 -至 
pep -| 2 
0， 其 他 . 


十 5 
方 (9) =| zaDdz 


同 理 可 得 


sa 全。 
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2 一 3 
| dr， 0 yl; 


0， 其 他 ， 
可 0 sy 二 1; 
0， 其 他 . 


(x, y) EGH ry yfrCr) frty);: 战 天 和 YY 不 相互 独立， 
例 3.2.5 设 二 维 正 态 随机 变量 (X, 了 一 N (nj,025P)， 
证 明基 与 相互 独立 的 充分 必 划 条件 是 p 一 0 
证 (X,Y 了 ) 的 联合 概率 密度 是 
-1 | 1 [一 内) 
ee Px) oF, 二 a 2(1— 5| of 


一 一 E -= 2 
2p 全 + 守 二 |]， zrERyER 


on 0 ot 
车 p 二 0; 则 
fry) —Flexp|— 让 全 人 o> | 
=fxtr)fy(y), rE RyER 
六 此 气 和 了 相互 独立 . 
反之 ;着 关 与 了 相互 独立 ,上 式 对 一 切 (x，y) ER 成立; 令 工 
一 各 ?3 一 As* 有 
I 
2roo ,1 — Pp enho, 
故 p= 二 00. 


定义 3.2.2 设 m 维 随机 变量 (Xe) 的 联合 分 布 范 
数 为 下 (xiyza，……za), 若 对 所 有 实效 xz 均 有 
是 《ye 一 下 1 是 Te {3.2.5) 
成 立 , 式 中 天 (xi 是 关于 站 的 边 结 分 布 函 数 , 称 XY,, 半 ,， …; 革 , 相 
互 独 立 . 
者 (Xl; 站 ,，…, 革 .) 为 1 维 连续 型 随机 变量 , 则 式 (3.2.5) 可 改 
* O02* 
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写 为 
Ty Ta ye Ix, (TF x CX) fx Tn) C3. 2. 6) 


(参见 定理 3. 2. 2)， 
鲍 3.2.6 设 有 个 同类 电子 元 件 并 联 使 用 ,每 个 元 忻 的 寿命 
X; 的 概率 密度 为 
Fu (zi) 一 A 


性 ， 二 05 
试 求 整个 系统 正常 工作 时 间 未 超过 工 的 概率 : 
解 ”由 题 设 条 件 可 知 六, , 苹 ,，,… :区 相互 独立 ;系统 不 能 正常 
工作 时 所 有 污 件 均 已 失效 , 故 所 求 概率 为 
p=P{lX) LR, 和 Ly 上 上}. 


=]IPtx, Lt 1) xed 


=[| ze dr} 一 [1 一 ee 一 了 Te 4 


类 仆 于 例 3 2 1 ee 2. 2, 订 以 证 明 : 若 随机 变量 XXX 
…， 区 相互 独立 , 刚 民 ,As 也 相互 独立 

ae 

定理 3.2.3 车 # 维 随机 变量 ( 革 ,; 了 ，,…, 系 ,) 相 互 独立 , 则 

(1) 其 中 任意 m 个 (2 二 mn) 随 机 变量 生生,，… ,也 相 
互 独立 . 

(2) 若 随机 变量 的 函数 8 CE BCEz)，… 8 是 随机 变 
量 ,; 则 它们 也 相互 独立 ; 

《3) CE ,1 相互 名 袜 ;二 车 二 ， 
8 是 连续 郴 数 , 则 于 CE， ww) 和 及 (w+ 二) 也 相互 独立 ， 


se ]O3* 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory"” 试用 版 本 创建 ww fineprint .Com cn 


$ 3.3 条 件 分 布 


一 、 条 件 分 布 律 


设 离散 型 二 维 随 机 变量 (和 ,7Y) 的 联合 分 布 律 为 
PiXA = 4 = ,1 = pi i = 2 
车 Pl 了 =yj} 汪 0; 在 事件 {yj} 已 发 生 的 条 件 下 ;事件 { 关 二 zi} 发 
生 的 条 件 概率 为 
P(X= zlY = y,) = 二 


一 人 f 一 ] ,2 


此 概率 数列 具有 分 布 律 的 性 质 : 
CD PIX=Z Y=y)}20， 1 一 1 2 
(2) SP (X=5lY=y} = 二 Dp 一 让， 
于 是 引进 下 述 征 必 ， 
定义 3.3.1 设 (X,7) 是 商 散 型 二 维 随 机 变量 ,对 固定 的 /， 
若 PI7 了 ==y 福 0, 称 
PIX=xlY=») = t= ] 2 {33.3.1 


为 在 了 二 yj 条 件 下 随机 变量 半 的 条 件 分 布 律 . 
对 固定 的 i, 若 Pi 二 x} 守 0, 称 
Pl(Y=y|X=z)= $2, j=1,2" (3.3.2) 
为 在 下 = 条件 下 ,随机 变量 了 的 条 件 分 布 律 - 
例 3.3.1 某 射 手 进行 射击 , 击 中 目标 两 次 则 停止 射击 , 且 每 
次 射击 的 命中 率 为 p(0<p<1), 令 蕊 表示 第 一 次 命中 目标 时 的 


射击 次 数 ,了 是 第 二 次 命中 目标 时 的 射击 次 数 , 求 条 件 分 布 律 . 
” 104* 
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(PIX=1{|Y SQ@=j}，, (2)P{Y=i|X = }, 


解 〈x ZI 的 联合 分 布 律 为 
PIX=i,Y = = p01 Pp,, li<j= 2,3,. 


了 一 ] j 一 1 
(LPIYS=7} = DPIX = 7} = > pl ee p}? 
Pan i 
=O— Dpetl—p, j=2,3,"" 
当 ;一 2,3,… 时 ,条 件 分 布 律己 (区 一 !| 上 一 他 存在 , 且 
人 
Pp __l 
(jf— DP pr? 了 了 一] 
t 一 1 
(2)P{ 芒 = 二 1:1} 二 SD PIX = tf = 7) > p21 一 pm? 
i=i+1 j=i+1 


一 声 (1 一 六 7) 一， 圭一 1 2 


当 ; 一 1,2,…' 时 
二 
人 一 了 一 有 一 P{XKX = 
2 -一 pi 
-tr = pl pT 


7 一 十 1 十 2 
这 里 ;显然 p(l 一 pp) 7 下!>0, 且 


jl 1 = 
访 2 0 1— (0Q—p™! 
同 理 ,P{X=ilY== 尹 = 二 "一 1,2,…,j 一 1, 也 满足 条 件 分 布 委 
的 两 条 基本 性 质 . 


例 332 某 矿 山 一 年 内 发 生 的 事故 总 数 到 一己 ( ,一 个 事 
故 是 致命 的 概率 为 p, 设 一 年 内 发 生 致命 事故 的 次 数 为 了 , 试 写 出 


Y 的 分 布 律 ， 
解 设 已 X 一 如 一 个 e ,二 0,1,2,…, 在 发 生 次 事故 的 条 
» O00. 
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忻 下 ,; 即 "区 二 ”的 条 件 下 ;Y 的 条 件 分 布 律 为 
PiY =m|lX = 8&} = Crp"(] 一 六) Wm 一 日 12 
故 ( 必 :7 的 联合 分 布 律 为 
PIXK =&kR,Y = m} =P{X = Ek}P{Y = m|X = &} 


= eCrp"C -pp 
D0 和 1 
关于 了 的 分 布 律 则 为 
1! 


CT 
POY me ee (1— Pp) 


《Mi Al OOo pe* 
-~ pe 4 


re (ECO— mm! 
Ap)™ Lid 
m1 
MP)™ yp ni 一 Ol rs: 
ml 
二 ,条件 概率 密度 


对 一 般 随机 变量 (和 ,六 不 能 保证 疡 1 和 一 2 天 0 或 王 让 一 ?| 
天 0, 因此 对 于 非 离散 型 随机 变量 ,不 能 用 条 件 概率 的 概念 引 人 “” 条 
件 分 布 函 数 ,我 们 采用 极限 的 方法 来 处 理 ， 

定 闷 3.3.2 对 于 给 定 的 实数 肥 任 意 的 Ay 盖 0 车 Piy<Y 
< 大 ?十 Ay) > 盖 0, 且 对 任意 实数 x, 极限 


lim PIX xly<Y 3 十 页 9 
ay 一 0+ 


9 十》 
本 Ply<Y& y+ Ay) We 


存在 ; 称 此 极限 为 在 “了 =y” 的 条 件 下 ,随机 变量 的 条 件 分 布 绕 
数 , 记 为 Frrty |x). 
对 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y 了 ), 若 记 IY 了 = 二 yj} 之 0, 则 在 “Y= 
* 106 * 
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> 的 条 件 下 ;和 随机 变量 了 的 条 件 分 布 沿 数 为 


Fap(zl2 = DPIX = HY = ») = 2 (3.3.4) 
F/I TT 


设 (X ,7Y) 是 连续 型 证 机 变量 ,其 联合 概率 密度 为 x,y); 式 
(3. 3. 3 可 与 为 
[ few dudv 
Fxylrly) = lim — 
z ay 一 0 | fd 


车 (x;y) ,fy(3y) 在 (x，y) 及 其 附近 连续 ,并且 fy ty)>0; 由 积分 
中 值 定理 可 得 


flusy 十 站 Ayydu 
下 元 下定 | = lim 


Ra OA 0 过 1 二 1,2 


从 而 
[ Tn ydu 
一 加 fu 天 
xz 一 一 方 0 eh 
知 记 fxrtzio) 为 在 Y 一 ?的 条 件 下 , 逢 机 变量 并 的 条 件 概 率 密 
度 , 则 
fxrrly) = Frirtrly} = (C3. 3.5) 
类 似 地 ,在 六 ==z” 的 条 忻 下 ,Y 的 条 件 值 率 密度 为 
frixty]x) = (3. 3. 6) 
在 * 卫 二 C” 的 条 忻 下 ,随机 事件 {2 过 外 所 5} 的 条 件 概 率 由 下 公式 计 
算 


品 


例 3.3.3 设 二 维 随 机 变量 (X, 习 在 图 域 ={(x,y)1x? 十 
六 全 4} 上 服从 均 名 分布 , 试 求 六 rwx(Cyiz) 和 概率 Pi0 气 也 3|XX= 
1 

* 107 。 
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解 (X,Y 站) 的 联合 概率 密度 为 


0 
0 -| 二 十 y 六 -二 ; 
0， 其 他 , 
得 
十 ce 
xtr) | frsyydy 
WA 
-va 让 dy， ir| 泛 
0， 其 他 . 
Ws lz & 2) 
0， 其 他 - 
雪 一 DYz<2 时 ,fxtr} 0， 
fylxCy|x) = 上 
1 
— i , Vy 人 Vi 
-i i 办 
QQ， 其 他 . 


当 =E( 一 2,2)， 在 “和 一 zx 的 条 件 下 , 随机 变量 了 在 
《一 人 4 一 开 ,，V4 一 22) 上 服从 均匀 分 布 ; 当 xz 人 (一 2,2) 时 ,随机 变 
量 Y 的 条 件 概率 密度 不 存在 . 


3 
PIDO 达 YY 了 3| 之 = 1} = | frxyl1dy 
1 
-dy 十 | 0dy 一 一 


-| 2 


例 3.3,4 yun ee 的 条 件 概率 密度 为 


377 
0 过 
fen = 地 3 Se (0 二 yy 1) 
9， 其 他 ， 


* 108 +* 
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Sy ，0<7y<1 
和 rty) = | 0, 其 他 . 
计算 概率 P(X> 方 ) 
解 ” 由 式 (3. 3. 5) 可 得 
TY) = xiy( 工 [yr(y) 
| sz<30O<cy < 1; 
0， 其 他 ， 
则 


fr(z) =| “zy)dy 


] 
-| 1529dy 一 pes js We 1s 


0， 其 他 . 


十 加 1 
P{X > 二) 一 |, frtydr =|, Bx? — zt)dz = 47 


例 3.3.5 设 二 维 随机 变量 (X,7 了 ?一 Nw(C0,1;0;41;p), 求 条 件 
概率 密度 gxly tzr|y)， 
解 (X,Y 了) 的 联合 概率 密度 为 


1 
HT NY) = 二 ee—— 
2rvl— eo 
] 
和 exp{ — BT ny -= OTYy 十 2) | Czy) 全 R, 
Y 的 概率 密 认 为 
1]  _ 光 
(y) = , R 
Fy Cy 二 
得 
_ Pry) 
Fry (x |y) gy ty) 


* 日。 
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二 总 1 时 
一 XD (x (一 多》 -号 一 写 


P| 2 J 于 

= 好 一 外 

7 二 2 这 全 到 
在 “了 一 六 的 条 件 下 ,随机 变量 苞 一 NGpy:1 一 产 )， 即 二 维 正 态 分 布 
的 条 件 分 布 仍 是 正 态 分 布 ， 


$ 3.4 随机 变 蜡 的 函数 及 其 分 布 


无 论 从 应 用 和 理论 方面 都 常 遇 到 随机 变量 的 函数 问题 , 需 研 
究 随机 变量 函数 的 分 布 , 警 如 : 

已 知 在 :一 姑 时 刻 , 热 噪声 的 电压 元 服从 正 态 分 布 N(0,0)， 
热 噪 声 的 功率 了 = 和 关 / RCR 表示 电阻 值 ) 服 从 什么 分 布 ? 

射击 靶 上 的 点 目标 O, 弹 着 点 的 坐标 (X,Y 了 ) 是 二 维 均 名 分 布 
随机 变量 ;点 (六 ,站 与 点 OO 的 距离 2 二 MX’ 十 总 服从 什么 分 布 ? 

某 放 射 源 在 L0,Tj 时 间 内 放射 的 a 粒子 数 半 ~~P(h), (Tl， 
T,] 时 间 内 放射 移 a 粒子 数 了 一 PO4), 问 该 放射 源 在 [0,T,] 内 放 
射出 的 = 粒子 数 Z2== 汪 十 Y 的 分 布 如 何 ? 

一 般 地 , 设 在 ， (区 ,了 ) 是 已 知 其 分 布 的 随机 变量 , g(x) 和 
G(x,y) 是 连续 说 数 , 则 久 或 ( 久 , 了 ) 的 函数 g( 久 ) 和 GCX;, 了 ) 也 是 
随机 变量 . 我 们 将 讨论 如 何 由 已 知 随机 变量 的 分 布 去 求 它 的 函数 
的 分 布 ， 


一 、 离 散 型 随机 变量 的 函数 及 其 分 布 律 
离散 型 随机 变量 的 分 布 律 为 
P{X = 一 Ti} = pis 人 一 二 2 
它 的 函数 了 Y=g(CX) 仍 是 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
PlY=y}= PlgX)= y= SPX=z), j=12,° 
- 旺 中 


i 


* ] 卫 总 * 
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其 中 


风 | 一 《了 :有 (2 = 了 Lode 1 
例 3.4.1 设 随 枯 变量 站 的 分 布 律 为 


5 
= 0 ] 2 
1 1 ie 
5 让 10 10 10 


试 求 ;: (1) 多 一 1 的 分 布 律 (2)X? 的 分 布 律 . 
解 (1) 设 Y 了 一 下 一 1 的 取 值 为 yy; 则 
TXT: 二 yy 二 1 
PlY= y= PIX—1=y} = PIX=y+1} = PIX = 2} 
得 区 一 1 的 分 布 律 为 


(2)X! 的 可 能 取 值 有 0,1,4, 全 , 目 


P(X: =0} = P(X =0} 一 站 
P(X 一 1} = PP 一 一 1 十 P 人 =1) = 二 二 赴 一 半 ， 
P{X: = 4} = PIX=2) = 
P{X? 二 安 } = P(X 一 之} 一 高 
X 的 分 布 律 为 
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设 离 散 型 随机 变量 (X,Y 了 ) 的 联合 分 布 律 为 
P{X= XY = y= py bf = 1,2:"° 
(多, 了 的 函数 Z 二 GLX ,了 了) 仍 是 离散 型 随机 变 景 ,其 分 布 律 为 
P{2=z}= > PX=rY oy}, k=1,2,. 


he 
其 中 
了 一 ~ {Crs y;) :rT yi) 一 及 £3,. 4. 2) 
例 3.4.2 设 随 机 变量 (X,Y 了 ) 的 联合 分 布 律 为 


1] EE 1 1 
15 3 5 
1 2 

, 15 15 y 


试 求 : C1) 一 了 的 分 布 律 《2)max (X,Y) 的 分 布 律 - 
解 ” (1)X 一 Y 的 可 能 取 值 有 一 2, 一 1,0,1,3. 


PIX—Y=—2}= P 人 = 一 17 一 1 一 站， 
PK-Y= 一 1)=P(X=o7=1 一 芭 ， 

Pl 0 PIRI 
PiX—Y=1}=P{X=0,Y=——1})= 亏 
PIX—Y=3)=PX=2Y-—1}=o#: 


得 了 苹 一 Y 的 分 布 律 为 


—2 一 0 1 3 
a 之 4 1 1 
15 i5 15 3 5 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www ,fimeprint com cn 


(2)max Cz 下 的 可 能 取 值 有 一 1 站 , 2 1. 


Bim ye |) me 


15° 
Pimax(tA yy 一 个 =P{X = 0 一 一 1 一 王 ， 
1max( YY) 一 1 =P{IX =— 1Y =1}++ PX = 0,Y = 1} 


-1+ ,.<_ 1l 
一 让 十 下 一半， 
max( 革 ,了 的 分 布 律 为 
Plmax(X,7)=z} | 总 本 二 去 
定理 3.4.1 设 离散 型 随机 变量 和 了 相互 独立 ,其 分 布 律 
分 别 为 
PIK = kk} = p(k), 二 01 ,2 
PIY = 7r} = g(r), a A 
则 它们 的 和 革 十 了 的 分 布 律 为 
P{X+Y=m) = > pam — £), m= 0,1,2" 
归 症 丹 
(3. 4. 3) 
例 3.4.3 设 随机 变量 苹 和 Y 相互 独立 * 且 天 一 已 (7 一 
PPC), 求 了 十 Y 的 分 布 律 . 
解 ” 由 式 (3.4. 3) 
Pi 二 Y= ml ~ SPX = XIPIY = 1m CO— 此 } 
A 加 Pe 加 
一 人 过， kre A 2 PY 3 
"11l3* 
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已 一 局 | 二 向 > a 


下 了 天 一 革 
ml! De 总 


i 十 轧 ) 所 一 (十 各) ， 
m1 


Wm Ol 2 


推 证 中 用 到 二 项 式 定 理 . 

让 十 Y 服从 参数 为 由 十 入 的 注 松 分 布 , 即 两 个 相互 独立 的 注 
松 分 布 随 机 变量 之 和 仍 服从 泊 松 分 布 , 且 其 参数 为 相应 的 随机 变 
量 的 参数 之 和 :. 我 们 称 泊 松 分布 具 有 可 加 性 

利用 式 C3. 4. 37， 类似 地 可 证 得 二 项 分 布 也 具有 可 加 性 : 若 式 
一 辣 (al 六) 一品 (az 坟 )， 且 天 ,相互 独立 , 则 它们 的 和 才 十 了 一 
Blntn py. 

名 妇 纳 地 证 得 : 车 X，， 下 2 相互 独立 ,县 天 一 巨人 1 因 )， 
则 

了 二 半 | 十 名 和 十" 呈 十 ~ Bn,p) 
育 之 ,各 随机 变量 了 ~ 了 (az), 则 了 可 表示 成 为 个 相互 独立 

的 (0 一 了 分 布 随 机 变量 之 和 ， 


二 、 和 连续 型 随机 变量 的 函数 及 其 概率 密度 


这 里 仅 考 虚 两 种 情形 ; 

(1)X 是 连续 型 随机 变量 ,函数 了 二 g(tX) 也 是 连续 型 随机 变 
量 , 求 其 概率 密度 ; 

(2) (多 ,了 ) 是 连续 型 随机 变量 , 吗 数 Z= 二 GLX, 了 了) 是 一 维 连续 
型 随机 变量 , 求 其 概率 密度 ， 

首先 介绍 求 连续 型 随机 变量 阔 数 的 概率 密度 的 基本 方法 . 

设 苹 的 概率 密度 为 fxtz),; 则 Y 了 =g(XX) 的 分 布 函 数 为 


Fy) = Plg(X) < y)} = | flr)dz (3.4.4) 
{rg tr yt} 
Y 的 概率 密度 为 


人 在 fyty) 的 连续 点 ; 
0， 其 他 


是 由 二 过 
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设 人 ,7 的 联合 概率 密度 是 f(z; 刚 人 二 GCC, 了) 航 分 布 
函数 为 
Fz(z) = PIG(X,7) Sz) = 中 Pods 


fy 


(3. 4. 5) 


2 的 概率 密度 为 
f(z) = i 在 ./z(z) 的 连续 点 ; 
0， 其 他 . 
例 3.4.4 已 知 随机 变量 XX 的 概率 密度 为 


fz) = 位 ， 站 


工 过 站 
求 随机 变量 了 二 |X| 的 概率 密度 ， 
解 了 的 分 布 函数 是 
Fy(y) =PIY Ey} = PI|lX| 委 y) 
-{ yy 之 0 


0, 和 二 Q 
上 yy 人; 
一 一 必 
总， J < 站. 
了 的 概率 密度 为 
. 
dr],， 站 
fryty) =Fy(y) = 人 b, > : 
0， J 去 0 
4 入 > 已 ; 
0， ?< 去 


解 34.5 对 图 片 直 径 进 行 测量 ,测量 结果 气 一 (45,6), 求 图 
片面 积 了 的 概率 密度 - 


解 图片 面积 Y 一 zx| 全 | 一生 X?, 若 ?之 0, 可 得 了 的 分 布 函 


数 为 
* 115* 
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Fy =PlY Sy = PITX: < yl= {(X: < Ay| 


Tt 
RB | 
| 一 了 委 : 赤 人 


由 于 X~U(5,6), 且 Y 的 可 能 取 值 范围 是 | 荆 r,9x| , 故 


已， y < Pn 


Fy(ty) 一 
/三 一 5 Fry < gn 


1， gr y, 


从 而 ， 
-1 5 a 
A Ta 
0， 其 他 . 
例 3.4.6 设 随 机 变量 避 与 了 相互 独立 :和 ~ CO,1)7,Y 一 
N(0,1), 求 点 (X,Y 了 ) 与 点 0 的 距离 z= 二 VX 十 总 的 概率 密度 . 


解 sO Fc)=P{v NX 十 Y¥ te} 二 0， 


当 = 之 0， 
F(z) =P{v RI Ye) 
_ l ha eh 
= | Zexp | 一 jdzay 
ys 
Fe 
= 支 | | re™ Tdr 
po 
x 
二 1 一 e 了 
综合 可 得 
F(z) = | 人 0 
0D, 之 < 已 。 
从 而 
4 ]i6. 
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疡 (z) 一 向) 一 人 
0， 
利用 上 述 求 随机 变量 函数 的 分 布 的 基本 方法 ,可 证 明 下 述 定 
理 . 
定理 3.4.2 设 随机 变量 具有 概率 密度 户 (z)， 一 co 近 x< 
十 oo, 叉 设 函数 gtx) 处 处 可 导 且 书 有 g' zz) 盖 0 或 恒 有 g(x) 二 
0), 则 了 =g(X) 是 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 
fxlhCy) Ah Cy, a yh; 
Jyty) 网 其 他 . 《3. 4. 68) 
式 中 a 二 min{g( 一 50),g( 十 co)} ,B= 二 max{g (一 oj);g( 十 oo)} ,x 
一 h(y) 是 3 一 g(x) 的 反 丁 数 . 
证 设 g (7T)>0, 由 反 畏 数 存 在 定理 和 若 ;,y 二 g(x) 的 反 销 数 
有 (yy) 和 本 在 并 处 处 可 导 , 在 ta;B) 上 单调 增加 ;有 (y)>0. 
因 y= 二 gg (在 Ca; 让 内 取 值 ; 当 y<a 时 ,Fy(y)= 二 PY 寺 y} 二 
0,y 这 BP 时 ,Fy = PY Yy}=1. 


当 uy NN， 
Fyty) = PIg(X) Ey} = PIX < hty))} 
=| fx)dz 
得 了 的 概率 密度 
Fn 二 人 a yp 
ea 0, 其 他 . 


类 似 地 可 证 明 ,; 当 g(x)<<0 时 ,有 
xh Re a yp; 
0， 其 他 ， 
注意 到 此 时 声 (<0, 将 两 式 合并 即 得 到 式 (3. 4. 6). 
例 3.4.7 设 随 机 变量 贸 ~ 和 NC ) ,证 明太 的 线性 函数 
二 a 对 十 bta 隆 0) 也 服从 正 态 分 布 . 
证 XX 的 概率 密度 为 


了 =— | 


“并 7。 
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] 


(x 一 4A)! 
(zy = 
各 “证 Fe 


ro[- 2]，-=<=<+= 


令 y= 二 g(x) 一 qx 十 6; 其 反 函 数 蚌 
r=h(y) 一 了 一， p(y) 一 二 


由 式 43. 4. 6) 知 了 一 aX 十 5 的 概率 密度 为 


|a | Pe ag 
1 [一 二 十 Ga 下 
Vola | | 


《一 加 所 3 二 十 co 
下 态 随机 恋 量 一 NMCne) 的 线性 画 数 了 一 aX 十 上 也 服从 正 
尊 分 布 , 屿 了 一 各 (ep 十 记 Ca 


特别 取 a 一 十 ,5 一 点 ,得 


Y = 二 一 ~ NC0,1) 
例 3.4.8 设 随 机 变量 藉 的 概率 密度 为 
rT? 
f(z) - 恒 一 当 苹 工 殷 
0， 其 他 . 


试 求 随机 变量 了 一 二 C12 一 X) 的 概率 密度 


解 令 y 一 5(z) 一 己 (12 一 z),? 一 8(z) 是 单调 减少 函数 ,其 
反 凋 数 一 站 (3y) 一 3(04 一 轨 有 :六 (一 一 3 当 开 一 一 3。7 一 有 (一 3) 
=S,r=6, y=g(6)=2. 
代入 式 (3. 4. 6) ,得 
fxLhey) Ih Cy)|, 2 y< 5s 
fr(ty) -| 


0， 其 他 ， 
“118 。 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint.com.cn 


2 
上 2 < y < 5; 


0， 其 他 , 


9， 其 他 
应 用 公式 43.4. 6) 时 ,必须 检验 条 件 y= 二 gx) 处 处 可 导 且 
g (rz)>G 或 gtz)<0) ”这 是 比较 强 的 条 件 , 有 许多 六 数 不 满足 
这 个 要 求 , 这 时 我 们 可 采用 先 求 分 布 消 数 的 基本 方法 - 


三 \ 凡 种 特殊 函 教 的 分 布 


正面 讨论 几 种 特殊 函数 的 分 布 问题 . 

1. 最 大 值 与 最 小 值 的 分 布 . 

设 随机 变量 X 与 了 相互 独立 ,已 知 其 分 布 函数 分 别 为 
Fxrez)sfyrfy 则 最 大 值 2 一 max(X7 了 7) 和 最 小 值 2Z; = min (XX， 
切 ) 的 分 布 黎 数 分 别 为 

Fz (z) =Pimax(X,Y) Ez) = PX z,Y 过 之) 
=—PIX 人 EZ IY ET = Fr(lzjPFytz) rE RR (3.4.7) 
Fz (2z) =Plmin(X ,YT) Sz} = 1— Plmin(X,Y) > 2z} 
一 1 — PX zxY > z=1— Pla >z}PIY > 2z) 
=1— [1— PIX&z}jl— PlY < z}] 
=1 ~— [1— Fx(z)}][l ~ Fytz)], x 人 ER (3, 4. 8) 

例 3.4.9 设 系 统 工 由 两 个 相互 独立 运行 的 于 系统 二 和 工 ， 
联接 而 成 ,已 知 工 , 的 寿命 人 服从 参数 为 a 的 指数 分 布 , 瑟 的 寿命 
7 服从 参数 为 有 的 指数 分 布 ,其 中 ea 一 0 有 >0,a 天 有 现 设 联接 方 
式 为 41) 并 联 ;2 串联 ， 试 写 出 这 丙种 联接 方式 下 工 的 寿命 2 的 
概率 密度 . 

解 《1) 并 联 由 于 当 且 仅 当 过 和 工 ; 同时 损坏 时 ,系统 工 才 
停止 工作 ,所 以 工 的 寿命 为 

* lil9 +» 
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v 一 Tax 六, 了) 


将 
1 = Ts 二 Ws 
Fertz) = 
心 ， 之 站 . 
1 er,， > 人 0 
Fyiz) === | 
日 ， 2 0 


信人 人 式 (3. 4.7), 得 
下 zz =Pirmax(tX YY) Sr = Fyley)Fy(e) 


-人 — ee)(] — er, gO; 


0， z < 0, 
2 = 记 = 一 16 十 二 # 
fx) 一 上 zfz) = 人 + pe (a 十 Pye ” 0 
0， 之 所- 门 。 
2) 串联 ， 当 并 ,zs 中 有 一 个 损坏 时 ,系统 停止 工作 ,所 以 工 
的 寿命 为 
Z2= min{tX,Y) 


4 


根据 式 (3, 4. 8) ,得 
Fzf(s) =1 — [1 ~— Fxtz) [1 — Fy(x)] 
| 一 et， 2 0; 
0，, 2 妆 . 站 . 
从 而 
Ka Be i, zi 0) 
性 ， 世人. 
即 mintXX, 了 服从 参数 为 a 十 8 的 指数 分 布 - 
2.2Z 一 下 十 的 分 布 
设 C 人 ,7Y) 的 联合 概率 密度 是 六 xy, 则 一 和 二 7 的 分 布 明 
数 是 


fz(z) = Fitz) = | 


F(z) = PIX+YREg) = I fir,y)drdy 
I 


积分 区 域 如 图 3. 4. 1 所 示 , 是 位 于 直线 + 十 y 二 x 的 左下 方 的 半 平 
+ 120 + 
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面 ,将 其 化 成 累 次 积分 : 
Fe} = | Cx ,yd jdy 


交 3. 4. 1 


固定 2 与 y, 令 z= 二 z 一 y; 则 
十 吧 fx 
Fr) = 中 Fa 一 yy)du ldy 
I 十 oo 要 
=| [| fe -ypdyd 
于 是 和 的 概率 密 上 庶 为 
fr(z) = F(x) 一 [ee dy (3. 4.9) 
由 式 与 了 的 对 称 性 ,又 得 
fzlz) 一 一 | fc, = Tdzx 3, 4. 10) 


例 3.4.10 在 例 3.4.9 中 ,将 工 系统 中 的 子 系统 工作 为 工 
的 备用 系统 5 即 当 系统 元; 损坏 时 ,系统 上 ; 立即 开始 工作 ), 求 工 的 
寿命 Z 的 概率 密度 - 

解 工 的 寿命 Z 是 和 工 的 寿命 之 和 , 即 z= 外 十 Y, 按照 
式 (3. 4. 外 ), 广 意 到 多 与 了 相互 独立 , 当 z>>0 时 ,2 一式 十 Y 的 概 
率 密度 是 


Fe + 
jc =| Hz ydy=| fr — yfry)dy 


"12] * 
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时 = 
| ne -nedy = abe -| edy 
0 0 


= ap [ee 一 _ eA ] 


一 站 


0 时 ,了 (z=) 二 0, 从 而 
ap 0 
t= 0 
0， 有 QO. 
例 3.4.11 设 苹 和 Y 相互 独立 ,XX 一 NN(0,1),Y~N(0,1)， 
求 Z 二 蔷 十 Y 的 概率 密度 ， 
解 ”由 式 53.4. 10) ,并 因 天 与 了 相互 独立 ; 教 有 
fztz) =| fx fy 一 xz)dz 


27 
] CI 
| [ 拓 下 dz 
令 t 二 x 一 志 ， 
1 | -#2 
fre) on 由 df 
上 a 
一 已 本， 一 oo < 了 < 十 ce 
2 开 


一 般 地 ; 若 关 与 Y 相互 独立 ;XX 一 NCO4of) 7 一 Na) 则 
久 十 了 ~ 和 NC 十 p82; 达 十 吕 ), 即 正 态 分 布 上 共有 可 加 性 . 

利用 有 关公 式 求 随机 变量 的 函数 的 概率 密度 时 ,计算 上 的 困 
难 是 定 积 分 限 ,以 下 各 例 我 们 借助 于 作 图 使 同 题 变 得 更 清晰 

例 3.4.12 设 随 机 变量 六 与 Y 相互 独立 ,并 且 都 在 [一 a ,aj 
上 服 愉 均匀 分 布 , 求 它 们 的 和 2 一 和 十 了 的 概率 密度 . 

解 大 与 了 的 概率 密度 分 别 为 

"122* 
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] _ 
CC) -二 Ix| Ra; 


0， ”其 他 . 
] 

pop- 二 |y| 所 a; 
属 ， 其 他 . 


利用 公式 
ze) 一 | fr) fs (z 一 x}dzx 
考虑 roz 平面 的 子 域 ; 


C= {x2): |z| |— 工 | 过 a} 
则 


1 
fxrtr)fy(z— x)= | (rz) Eo; 
Ds 其 他 . 
如 图 3. 4. 2 所 示 ,G 是 一 个 平行 四 边 形 区 域 ,于 是 当 0 亏 z<<24， 


1 fr 
fz(z) 一 rE _ 2a 


二 cz 


"139% 
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当 一 2 < 了 
记 条 过 


当 |z [>2a sfrtz)—=0. 
综合 上 面 的 结果 得 Z 一 和 十 Y 的 概率 密度 为 


— 0 


十 2a 
aa 


一 一 0 D4 


0， 其 他 - 
称 2 服从 辛 普 生 分 布 或 三 角 分 布 . 
3. Z 一 下 /7 的 分 布 
设 ( 了 ,了 ) 的 联合 概率 察 度 为 f(z,y); 则 2Z 二 XX/Y 的 分 布 图 数 
是 
F(z) =P{Z zz} = PIX/Y 人 2} 


= | fz,wdray 
Tr 


其 中 积分 区 域 如 图 3. 4. 3 所 示 , 将 其 化 为 二 次 积分 得 
F(z) 一 | 可 (xsy) dz idy 十 | rz {zsy)dz ldy 


图 3. 4.3 


* 124* 
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图 定 <,y, 今 «一 zf/y; 则 x 一 wy,Jz 一 ydu, 且 


0 十 oo 让 Se 
Fzt(%) | | yf uy, ydu dy + | Ci yiuy, ydu |dy 


Es + 必 
| Yif{auys ydy 一 和 yf uy ydy du 
于 是 
十 oo 心 
fztz) =- 上 yf {zy ydy 一 | yi(zy, ydy 


=[ ylf Cy,y)dy (3. 4. 11) 
例 3.4.13 设 (X, 了 n) 的 联合 概率 密度 为 


] 
Slimy 这 
rw -1 ny 0 了 人 放生 了 二 下 
0， 其 他 . 


求 Z= 二 X/Y 的 概率 密度 . 
解 令 G={(z,y):0<y<x,0<zy< 广 }, 则 


YsInys (yi2) EG; 


?| 心 《人 之 息 人 >， 


区 域 C 如 图 3. 4. 4 所 示 ; 有 
十 om os 
fz(z) 一 | lylf(yz,y)dy = | yf (yz, ydy 
当 0<z& 坊 ， 
fz(z) 一 | ysinydy 一 
1 
i 时 


1 
fulz) =|*ysinydy 


< 时 ,关上 人 z) 一 0 
血 125 量 
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心 ， 之 二 愉 3 


1 
fz(z) = 纺 0 zr 
. 1] ] 上 
SI DR ~ 
3 3.5 应 用 实例 


经 过 传输 的 六 号 往往 会 受到 各 种 随机 干扰 ,而 且 于 抄 信 号 的 
能 量 远 强 于 传输 依 号 的 能 量 , 有 时 达 数 十 局 ,甚至 上 万 售 . 如 何在 
经 干扰 背景 下 提取 微弱 信号 ,已 是 一 门 专门 的 理论 一 全 号 检测 
理论 , 这 里 考虑 一 种 简单 的 税 形 . 

设 s 是 已 知 的 非 随机 确定 信号 ,n 是 随机 干扰 信号 ;经 过 传输 
通路 后 ,在 接收 端 收 到 的 信号 鸭 

让 一 天 十 5 《3. 5. 1 ) 

同步 累积 法 是 从 并 中 提取 微弱 信号: 的 一 种 简单 有 效 的 方法 - 

可 将 干扰 信号 x 看 成 服从 正 态 分 布 入 (0,o) 的 随机 变量 ,其 

* 126°* 


A ip 


中 = 代表 干 拢 信号 的 六 均 功 率 .= 的 线性 函数 和 一 a 十 * 也 服从 正 
态 分 布 ,其 概率 密度 为 


fr(r) 一 一 0 芝 工 世 十 oo 


-exp| 一 EE 过 |， 

设想 每 间 反 一 段 时 间 重 复发 一 次 信和 号, 则 可 收 到 一 信号 序列 : 

有 一 (C3, 5. 2) 

并 假定 每 次 发 信号 的 时 间 间 纪 足 够 大 ,使 {XX} ,一 1,2,…,m 是 

相互 独立 的 ;又 天 {Xi} ,8 二 1,2,…,m 同 服从 正 态 分 布 N (5s,0)， 
将 它们 累加 起 来 , 令 


Y == Sx, 
则 了 仍 服 从 正 态 分 布 NGms ,me ), 式 中 ms 代表 m 次 累加 后 的 有 


用 信和 号 的 电 平 ,而 mo 代表 累加 后 干扰 的 平均 功率 . 
用 (s/o)* 表示 Xi 的 信和 品 比 , 则 累加 后 的 信 品 比 变 为 


.| = 人 引 
累积 前 后 信 品 比 的 改善 为 


2 
SNR = 10lg /A 


Cs/ay’ 
这 样 , 随 着 普 的 增 大 就 可 识别 出 信号 来. 
历史 上 , 徊 用 这 种 简单 的 方法 实现 了 回收 从 月 球 反射 回来 的 
微弱 无 线 电信 号 - 近年 来 ,生理 科学 中 关于 大 脑 电 生理 的 研究 中 ， 
常 永 用 这 一 方法 提取 十 分 微弱 的 脑 电 信息 ， 


二 、 随 机 变量 的 模拟 


随 着 计算 机 应 用 的 飞速 发 展 , 计算 机 模拟 技术 的 使 用 是 继 理 
论 分 析 法 、 科 学 试验 法 之 后 发 展 起 来 的 又 一 有 效 科研 方法 ,这 是 因 
为 我 们 的 现实 研究 对 象 的 内 部 机 理 复 淋 , 受 众多 因素 的 影响 ,特别 
是 随机 因素 的 影响 - 借助 于 计算 机 对 现实 对 象 的 模拟 , 使 我 们 的 

“]27。， 


= l0lgm (C3. 5. 3) 
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科研 范 卫 更 为 广泛 和 深入 . 

对 具有 某 种 分 布 的 随机 变量 进行 模拟 是 计算 机 模拟 的 基础 工 
作 . 在 现 有 计算 机 软 硬 设 置 或 数学 软件 中 有 产生 (0;1) 区 间 均 勾 
分 布 随机 数 (RND) 的 功能 ,我 们 可 以 将 其 变换 成 具有 特定 分 布 的 
随机 数 . 一 串 随 机 数 Crtyz zy 即 具 有 租 同 分 布 的 简单 随机 
样本 的 样本 值 ( 参 见 第 六 章 ). 

对 于 连续 型 随机 恋 量 可 采用 天 函数 法 进行 模 氢 

设 随机 变量 Y 的 分 布 范 数 下 (9 连续 日 严格 单调 上 升 , 面 随 
机 变量 多 在 (0,1) 上 服从 拘 色 分布 , 令 Z= 二 F(X); 则 Z 与 YY 有 
相同 分 布 , 因 

Fz) =PIZ Eri = PIFHUX) Sz} = PI EF(2))} 

=G(F (zr)) = F(z) 

其 中 ,Ger) 是 随机 变量 X 的 分 布 匈 数 : 


0 工 世 人 0; 
co 0 女工 居 ]1; 
1 ， 1 所 工 - 
若 已 知 Y 的 概率 密度 为 fty), 由 Y 了 =f 71CX) 可 得 
和 一 吓人 7 一 | fy)dy (3. 5. 4) 


因此 对 于 (0,1) 上 均 名 分 布 随 机 数 7;; 则 具有 给 定 分 布 的 随机 数 y 
可 由 方程 


"=)" fody (3. 5. 5) 


解 出 ， 
例 3.5.1 模拟 服从 参数 为 和 的 指数 分 布 的 随机 数 
解 者 了 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 
加 Ae > yO0s 
fy) = | ee (A 0) 
代 大 式 (3. 5,.5) ;有 


" 1l28* 
‘ 
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or 
Haierady 一 Te 
由 


解 得 
本 到 地 ml < 
因为 (1 一 Fr 和 关 同 为 60,1) 上 均匀 分 布 的 随机 数 , 故 上 式 可 简化 
为 
y; =— Tlnr, (3. 5. 6) 


这 是 工程 上 常用 来 模 氢 元 件 寿 命 等 变量 的 公式 . 
例 3.5.2 模拟 概率 密度 为 
fez) = 人 bsinx 站 二 工 扫 开 


0, 其 他 ， 
的 随机 数 - 
解 仿 二 一 | 5sinxdx 
得 
ri 一 日 .5 一 cosz,) 
从 而 


zi 一 arcecosft1l 一 2r,) 
反 函 数 法 是 一 种 普通 的 方法 ,我 们 还 可 以 采 果 会 选 法 等 其 他 
方法 ; 模 据 概率 论 知 识 ; 也 可 对 离散 型 随机 变量 进行 模拟 . 


要 胡 二 


1. 二 维 随机 变量 (X,7Y) 的 联合 分 布 函数 是 
Flixrsy) = A|IL B+ arctg 三 | Ic 十 arctg ,Ty) EE RK,, 


试 求 : (1) 系数 及 ,B,C; 2? 边缘 分布 函 数 . 
2. 一 个 电子 部 件 由 两 个 元 件 并 联 而 成 ,两 个 元 件 的 寿命 分 别 
。129 。 
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为 革 和 和 站 ( 单 位 :小 时 ) , 设 (X ,站 的 联合 分 布 蝗 数 为 
1 ee Col _ ey 十 ET T a DO,Yy 2 Os 
0， 其 他 . 

试 求 :(1) 关 于 革 ,Y 的 边缘 分 布 函 数 ; 

(2) 该 电子 部 件 能 工作 120 小 时 以 上 的 概率 

3. 对 一 目标 独立 地 射击 两 次 ;每 次 命中 的 概率 为 172, 知 天 
表示 第 一 次 射击 的 命中 次 数 ,7 表示 第 二 次 射击 的 命中 次 数 , 试 求 
天 和 7 的 联合 分 布 律 及 联合 分 布 函数 - 

4. 一 条 中 有 四 个 球 ,依次 标 有 数字 1,2,2,3, 从 中 任 取 一 球 后 
(不 放 回 ), 记 下 球 上 标 有 数字 XX, 再 取 一 球 , 记 下 其 上 数字 了 , 试 写 
出 (CX, 了 ) 的 联合 分 布 律 和 关于 革 .Y 的 边缘 分 布 律 . 

5. 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 如 下 : 


F(xr,Yy) = 


0 0. OF 0. OF 0. O68 0. 01 0. 01 

1 0. 06 0. 10 0, 12 0.05 0. O02 

2 ,05 DD. O86 D0. Og 站 .归于 心 . 必 3 

0. O02 QO. 93 0. O03 0. 3 心 。 站 并 
计算 下 列 概率 : 


CIP{X=2}} (2IPIXNE2Y 2); 
(C2)PIY. 守 2}; (4)PI =Y); 
(SIPIRY. 
6. 设 连续 型 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
Cry, TEEyE1; 
0， 其 他 ， 
确定 常数 忆 并 计算 概率 PIX 之 站 }. 
?7， 设 二 元 函数 f(z,y) 定 义 如 下 : 


f(x :2 一 
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sinxweosy， 这 入 NC 和 YY 


0， 其 他 
问 C 到 何 值 时 ,f(z ,y) 是 二 维 随 机 变量 的 概率 密度 ? 
8. 假设 (XX, 了 ) 的 联合 概率 密度 是 
Clr y)，0 款 y 芝 1 一 Zz， 
fr y) 一 | 其 他 . 
试 求 :0D 常数 C;(2)P{0<XSF}(3)P{X=Y?). 
9. 设 二 维 随 机 恋 量 (XX ,了 的 联合 概率 窗 度 为 
12e” tn x 0y 0 
jtx1y) = | 0, 其 他 ， 
试 求 .(1)P10<X<1.0<Y<2}3 
《2 和 7) 的 联合 分 布 图 数 (xy). 
10. 设 甲 船 在 24 小 时 内 随机 到 达 码 头 , 并 停留 2 小 时 ; 乙 船 
也 在 24 小 时 内 独立 地 随机 到 达 , 并 停留 1 小 时 , 试 求 : 
《1) 甲 船 在 乙 船 之 前 到 达 的 概率 加， 
《2 两 船 相遇 的 概率 户 . 
11. 甲乙 两 人 约定 在 下 午 1 时 到 2 时 之 间 的 任何 时 刻 到 达 某 
车 站 好 公共 汽车 ,并 且 分 别 儿 有 立 到 达 车 站 , 这 上 段 时 间 内 有 四 班 公 
共 汽 车 ,它们 的 开车 时 刻 分 别 为 1:15,1:30,1:45,2;:00, 如 果 他 们 
约定 :(1) 见 车 就 腰 ;(2) 最 多 等 一 辆 车 . 求 他 们 间 嫌 一 辆 车 的 概率 


fr,y) -1 


12. 设 (XX, 了 一 和 (0,1;0,1;0), 计 算 概率 p= 二 PIX? 十 YY- 
r} ;其 中 于 0. 

13. 设 (X, 了 ) 的 联合 概率 密度 为 

Cry;, A110LZYyT1) 
0， 其 他 . 

确定 常数 C, 并 讨论 天 与 了 是 否 相互 独立 . 

14. 设 二 维 随机 变量 (XX, 了 ) 的 联合 概率 密度 如 下 ; 问 关 与 Y 
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是 否 相 互 独 立 ? 


本 二 】 
ep TE 
pm < 0 
_ [8xzy, sr 
(fz, = | 0, 其 他 . 
15. 设 二 维 随机 变量 (X,Y 了 ) 的 联合 分 布 律 为 
] 2 3 
1 | 
] 6 9 18 
本 月 
间 a 和 8 取 征 么 值 时 ;区 和 Y 相互 独立 ? 


16. 在 第 3 题 中 给 出 的 (和 ,7 的 联合 分 布 律 , 求 出 条 件 分 布 
律 P{X=i|l? 了 = 放 和 PlY=j|XX=1}. 

17. 设 二 维 随机 变量 (X,7Y) 的 联合 摄 率 密 度 是 
i OIE G0 EYIED 


fz,y) = | 3 
0， 其 他 . 


试 求 fyIlxCy 1) 和 fxy tr 1). 
18. 设 随机 变量 Y 服从 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 


fle, y>0; 
fy(ly) = | 0, yo (A > 0) 
而 随机 变量 关于 了 的 条 件 概率 密度 为 
0; 
fxytrly) = 1 ay (y > 0) 
求 立 的 概率 密度 . 
19. 设 随 机 变量 外 与 Y 相互 独立 ;其 概率 窗 度 分 别 为 
Ae zs 下 心 ; 
了 (站 宇 | 攻 z 0, CA > 0) 
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加 Me ay 3 人 Di 
fy(y) = | ye > 
引进 随机 变量 
]， 站 忒 了 ; 
加 
0， 主人 了 ， 
试 求 :(1) 条 件 概 率 密度 fxr(z|y); 
《2)7 随 机 变量 Z 的 分 布 律 和 分布 函数 
20. 已 知 离 散 型 随机 变量 邯 的 分 布 律 为 


ea 一 | mm|A 
心 | 一 


试 求 了 = SX +2 和 Z 二 cosX 的 分 布 律 ， 

31. 设 蕊 和 Y 相互 独立 ,日 革 一 Bpp)yY 一 Blnz;p}, 证 明 
Z 一 革 十 Y 服从 参数 为 ni 十 ns,p 的 二 项 分 布 . 

22. 设 闵 ,Y 是 相互 独立 同 分 布 的 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 
为 


PIX=n}=P{lY=n) 一 


求 下 十 了 的 分 布 律 . 

23. 两 位 科学 家 观察 某 放 射 物 在 (0,7. 5) (单位; 种) 内 放射 出 
的 a- 质点 的 个 数 卫 ;发现 工 一 PC3.87). 他 们 共生 了 2608 次 测试 ， 
求 整个 过 程 中 放出 的 =- 质点 数 了 的 分 布 律 ， 

24. 设 ( 玉 ,了 ) 一 N00,10;0,10;0), 计 算 概 率 P{X<Y}). 

25. 设 随 机 变 好 久 和 Y 的 联合 概率 密度 是 


fry) = exp[ 一 pC 十 y)], zy) € RR, 
计算 概率 


记 ， n= ly2" 


P{— V2 二 和 十 了 < 2 2} 
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26， 设 某 电路 的 电压 振幅 是 随机 变量 瑟 , 其 分 布 国 数 是 
Fx(x), 试 求 关 经 过 一 个 半 波 整流 后 的 电压 振幅 了 一 CX 十 |X1)/2 
的 分 布 旺 数 , 设 半 一 N(0,1), 讨 论 Y 是 否 是 连续 型 随机 变量 . 

27. 设 下 一 NCpg), 写 出 : (1) 了 一 eX*; (2)Y== | 江 | 的 概率 窗 
度 ， 

28. 了 丽 随机 变量 XX 的 概率 密度 为 

四 37:, 0r 人 Tl; 
fr) 一 0, 其 他 . 
号 出 了 = 二 1 一 X? 的 概率 密度 . 
29. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 


| 0 < 
0 ， 其 他 ， 
令 了 一 并 (2 一 天) 写 出 了 的 分 布 网 数 和 概率 密度 ， 
30. 设 二 维 随 机 变量 (X,Y ) 的 联合 概率 密 雇 是 
eetD, x 0,y 0, 
fxry) = | 0, 其 他 . 
求 随机 变量 Z= 二 苹 十 2Y 的 分 布 岗 数 和 概率 密度 . 
31， 随 机 变量 二 与 Y 相互 独立 ,站 服从 参数 为 4 的 指数 分 
布 了 一 LTC0A00,8D0 求 王 二 Y 的 概率 密度 . 
32, 二 维 随机 变量 (X,Y 了 ) 的 联合 概率 密度 为 
2{z 十 3 0 和 工科 ?过 1 
0， 其 他 . 
求 2 一 怀 二 7 的 概率 密度 . 
33. 了 设 随 机 变量 六 与 了 相互 独立， 和 一 NO 177 了 一 ArO 1)， 
求 Z 二 XX/Y 的 概率 密度 . 


了 (3 
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第 四 章 ”随机 变量 的 数字 特征 


随机 变量 的 分 布 隧 数 完整 地 描述 了 随机 变量 的 统计 特性 ,但 
是 对 于 更 一 般 的 随机 变量 ,要 确定 其 分 布 函 数 却 不 容易 ,并 且 对 于 
许多 实际 问题 ,并 不 需要 确定 随机 变量 的 分 布 滑 数 ,只 要 知道 它 的 
茶 些 特征 就 挟 够 了 . 例如 ,在 测量 电源 电压 时 ,测量 结果 是 一 个 随 
机 变量 ,在 实际 工作 中 往往 用 测量 电压 的 平均 值 来 表示 电源 电压 
的 大 小 ;又 如 在 测试 电子 元 件 的 寿命 指标 时 ,要 知道 其 平均 寿命 的 
大 小 ,还 要 考虑 其 偏离 平均 寿命 的 离散 程度 ,这 些 特征 可 通过 数字 
来 表示 . 

随机 变量 的 数字 特征 及 其 有 关 运 算 , 在 概率 论 与 数理 统计 中 
起 着 重要 作用 


$4.1 数学 期 望 


一 ,随机 变量 的 数学 期 望 


先 看 一 个 简单 的 例 于 . 
某 射 手 进行 实弹 射击 ,每 次 射击 的 命中 环 数 是 随机 变量 X. 
现在 他 进行 了 100 次 射击 ,射击 结果 如 下 : 


命中 环 数 mn 10 EE 如 7 6 5 
频数 各 20 30 1 10 15 10 


应 如 何 评价 他 的 射击 水 平 呢 ? 计算 各 次 射击 结果 的 算术 平均 值 为 
] 6 | 
j06 之 zi = 之 他 
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=]0 Xx 0.2 二 99X03 8X0.15+7 XX 0.10 
十 6X015 十 5X010 


二 8( 环 ) 
注意 式 中 的 地 5 是 事件 {X==z) 发生 的 频率 ,我 们 已 知道 事件 的 频 
率 具有 稳定 性 ,而 且 第 五 章 的 极限 定理 将 告诉 我 们 , 当 = 很 大 时 ， 


频率 分 接近 于 事件 发 生 的 概率 P(X 一 z} 一 ,从 而 之 ) zx; 所 稳定 


于 之 /pr* 我 们 称 之 /xp 是 随机 变量 XX 的 数学 期 望 或 均值 . 有 


下 述 定义 . 
定义 4. 1. 1 设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 
Ti 二 py i= 1,2y" 


车 > |zilp; < 十 号 , 称 


E(X) = > cp (4. 1. 1) 
为 随机 变量 的 数学 期 望 或 均值 
设 连 续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 /(x), 车 | 1x|f(z)dz 
< 十 ceo, 称 
FX) 一 | zyrcedz 《4. 1, 2) 
为 随机 变量 X 的 数学 期 望 或 均 信 : 
例 4.1.1 一 台 机 器 生产 菜 种 产品 ,这 类 产品 中 一 等 品 的 利润 


是 5 元 :二 等 品 的 利润 是 4 元 ,而 生产 出 一 件 次 品 则 亏损 ?元 ,已 知 这 
台 机 器 生产 出 一 等 品 . 二 等 唱和 次 虽 的 概率 分 别 是 0. 6,0- 3 和 0. 1， 


试 求 每 件 产品 的 平均 利润 . 
解 ” 以 区 表示 每 件 产品 的 利润 (单位 :元 ); 则 XX 的 分 布 律 为 
i 一 生 3 
PiX= 5} 0.1 .33 0. 6 
。136 。 
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每 件 产品 的 平均 利润 即 E({ 天 ) ,由 式 (4. 1.1) 可 得 
ECX) 一 《一 2 X01 寺 4X03 二 5XX06 一 4 元 ) 


例 4. 1.2 设 随机 变量 XX 的 分 布 律 为 
P 人 六 一 (一 1 到] 一 机 ， 大 一 1,2，…- 


有 Dap = >- 17' 水 = 1 元 一 一 ln2， 得 是 站 
的 数学 期 望 不 存在 ,因为 
Dp > 1 二 一 十 co 


例 4. 1. 3 设 随机 变量 服从 辛 普 生 分 布 ,其 概率 密度 为 
l1+z, 1 过 0; 
/ol 0 和 工 世 1 
0， 其 他 . 


求教 学 期 望 E(X). 
解 EE(X)== ep 上 ER 
一 上 一 1 


二 | za 一 XT)dx 
| 


FE 
实际 上 ,注意 到 六 z) 是 [一 1:1] 上 的 位 函数 , 则 xz) 是 [一 1,1] 
上 的 奇 函数 ,立即 可 知 ECX) = 二 0. 
例 4. 1. 4 设 随 机 变量 下 服从 柯 西 分 布 ,其 概率 密度 为 


f(z) 一 元 二， 一 oo 所 所 十 om 
元 的 数学 期 望 不 存在 ,因为 
I [Fazydz =- 二 | 2 
—o0 四 Hin 1 十 于 
= 二 In(l 十 2) | 一 十 o0. 
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二 、 随 机 变 蝇 的 通 数 的 数学 期 望 


我 们 经 常常 要 求 随机 变量 的 函数 的 数学 期 望 . 

例 4.1.5 假设 由 自动 生产 线 加 工 的 某 种 零件 的 内 径 X( 毫 
米 ) 服 从 正 态 分 布 和 (1,1) ,内径 小 于 10 或 大 于 12 的 为 不 合格 品 ， 
其 余 为 合格 品 - 已 若 销 信 利润 工 (单位 :元 ) 与 销售 零件 的 内 径 久 
有 如 下 关系 : 


一 1， 和 二 10 
-| 20， 10 扫 天 之 12; 
一 5， 友人 12， 
试 求 销售 一 个 零件 的 平均 利润 . 
解 利润 了 是 内 径 拒 的 函数 ,可 求 得 了 的 分 布 律 为 


PtT=1,)} PIiX<10} PIllOS. X12} PIX>12) 


从 而 平均 利润 为 
E(T) = ZuP{T =&) 


一 20P{10 志 于 寺 12)} 一 了 人 人 所 10) C— SP{X > 12} 
=—20{B012 C11) — £10 11)} ~ £00 — 11) 
— 5[1 — B12 — 11)] 
—25$(1) 一 218(— 1)—5 
=46$(1) — 26 = 46 X 0.8413 — 26 = 12.7( 元 ) 
一 般 的 情形 ,我 们 利用 下 面 的 定理 来 确定 随机 变量 函数 的 数 
学 期 组 . 
定理 41.1 设 Y 是 随机 变量 X 的 浮 数 了 =g(X) (g(x) 是 连 
续 范 数 ). 
(1) 若 XX 是 离散 型 随机 变量 , 其 分 布 律 为 
PIX =z = ps t= 12,.° 
*。 138 
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若 >,8(xoP 绝对 收 伊 , 则 有 


EY} = Erg(x)] = SR C4. 1. 3) 
(2) 若 三 是 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 是 fx (z), 车 
[eeplxczdr<+oo , 则 


EC(Y) = Efg(X)] = | gz) frtr)de (4. 1.4) 
例 本 相 看 己 知 随机 变量 久 的 分 布 律 为 


试 求 数学 期 望 E| 7 二 元)， 
解 ” 由 式 (4.1. 3), 有 
1 1 1 1 1 1 1 
站 
1 1 _ 67 
i 
例 4. 4. 7 设 球 的 直径 D~U (a,5), 试 求 球 的 体积 一 EnD 
的 数学 期 望 . 
解 ” 由 式 (4.1. 4) 可 得 
EV) -| Fy foly)dy 一 二 | Fydy 
24 二 a — 2) 
利用 定理 4. 1. 1; 无 知 求 出 陡 机 变量 的 耳语 的 分 布 ,而 只 沉 利 用 阱 
机 变量 的 已 知 分 布 区 可 . 
上 上述 定理 也 可 推广 到 多 沾 随 机 变量 的 情形 . 
* 139 。 
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定理 4. 1. 2 设 ( 于 ,了 ) 是 二 维 随机 变量 ;2 一 GLX, 了 ) 也 是 随机 
变量 . 
(1) 若 (XX ,了 ) 是 离散 型 随机 变量 ;其 联合 分 布 律 为 
PIA = Xn = y= ps t= lf = ls 


则 当 >,2, [Gry;) [pi < 十 oo 时 ， 


一 1 j=1 
E(Z) = E[G(X,Y)] = 226 yp (4.1.5) 


(2) 著 (X,Y) 是 连续 型 防 机 变量 ,其 联合 概率 密度 为 (x,y)， 
则 当 | “IGCz,y)|f(z,y)dzdy < 十 co 有 


E(Z) = E[GX,7)1= | | gy fe, ydzdy 


(C4. 1. 6) 


例 4- 1. 8 ” 设 平方 检 波 器 的 输入 曲 声 信号 为 
NGY) = Xeost — Ysini 


试 求 噪声 NN (1) 的 振幅 和 = 二 vA: 十 站 的 数学 期 望 . 其 中 区 和 Y 相 
互 独 立 ; 自 于 一 N01 ,YY 一 N(0.,1). 
解 ” (X ,了 7) 的 联合 概率 密度 是 
fr,yy) 一 2rexp| 一 = 六]， (xr,y) EE KR, 
由 式 (4. 1. 6) 
E(A) =E( VXI YF) 一 二 | MT yr ydrdy 


= Vi erp[— eH ldy 


= 去 | “do| re- > 


例 4. 1- 9 设 二 维 随 机 变量 (X,Y 了) 的 联合 概率 密度 为 
3 二 小 < 1;0 < < 1 ; 
For 人 二 十 3 卫 y 


0， 其 他， 
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试 求 : CUECXD; CECXTFY) ;CECXY). 


1 
解 五 (其 ) 一 [| ze 十 yJdrdy 一 地 


ECX + Y= [fe + y)rdzrdy = 工 
ECXY) = | | zycz + Wdrdy = 
例 4. 1. 10 在 长 为 ! 的 线段 上 任意 选取 两 点 ; 求 两 点 加 的 距 
离 的 数学 期 望 . 
解 ” 设 在 区 章 愉 ,站 上 两 个 障 机 点 的 坐标 分 别 为 随机 变量 六 
和 了, 它们 相互 独立 ;都 在 (0, 东 上 服从 均匀 分 布 ; 则 {六 ,了 的 联合 
概率 密度 为 


co -人 OSr 人 SLSyEl 


0， 其 他 . 
两 点 间 的 距离 为 Z 一 | 蕊 一 7 ,由 式 (4- 1. 6) 


上 co 站 十 上 
ECZ) =E[IX — YI1= | |z— ylf Cr, ydrdy 


{ I 1 i Fy 1 
=| dz| (rz 一 3 吉 ay + | ay| 《3 一 x) dr 
和 习 i 心 i 


苑 机 变量 的 数学 期 望 具 有 以 下 重要 性 质 . 设 下 面 所 论 及 的 随 
机 变量 的 数学 期 望都 存在 . 
(1) 设 C 是 常数 ; 则 有 ECC)==C， 
(2) 设 羡 是 随机 变量 ,C 是 常数 , 则 
E(CX) = CE(XY. 
(3) 设防, 了 是 两 个 随机 变量 , 则 有 
EC(X++ YY 一 五 (X) 十 五 (7)， 
。141 。 


《4)? 设 X 是 相互 独立 的 随机 变量 , 则 有 
E(XYY = EC(XYIEY). 
证 1) 和 必 ) 请 读者 自 证 ;对 (3) 和 (4) 仅 证 离散 型 的 情形 . 由 
式 (《d4. 1. 5) 


EC(X+Y) 一 Se + yi)p;; = Sy 十 pp 


1 一 1 j=1 f=1 j=1 jml j=1 


-Dz > 十 Dp 


t=l J 


= > np + 2p — 一 ECX) + ECY) 


Fm] 


大 其 和 YY 相互 独立 ;有 pi 二 po 2 "，* 帮 有 
EC(XY) = D> jriyjipy = Se .. "jf 


El j=1 一 ] jl] 


= > zz Pyp 1 = EC(X)E(Y) 


fm] 


性 质 (3) 可 以 推广 到 任意 有 限 个 随机 变量 之 和 的 请 并 ， 


El| YX] 一 DE) (4. 1.7) 
着 有 1 相互 独立 , 则 有 
E{ IIx) 一 TITEcxn (4. 1. 8) 


例 4. 1. 11 设 随 机 变量 天 一 BGn, 思 ), 试 求 E(X). 
解 由 二 项 分 布 的 可 加 性 知 , 可 表示 为 # 个 相互 独立 (0 一 
1) 分 布 随 机 变量 之 和 
二 十 式 十 … 十 芭 。 
且 
EXD)=0O0X {1 —z) 二 lxp=p, i = 1 
从 而 
E(XY = DECX,) 一 7n 思 


* 142* 


pDF 文件 使 用 "站 fTPEet yi 守 | 


例 41,12 抛 一 鸭 均 习 生 市 直到 出 现 二 次 正 面 为 下 * 试 求 抛 


据 次 数 久 的 数学 期 望 . 
解 ” 令 X; 表示 出 现 第 i 一 1 次 正面 以 后 ,到 出 现 第 i 次 正面 的 

抛 揭 次 数 , 则 

X=X 十 和 十 和 十 大 
且 

1 1 

一 2 二 

从 面 


E(t) 二 ECX:) 十 FX,) = 十 EtN,) 一 2 


$4.2 随机 变量 的 方差 


数学 期 望 刻画 了 随机 变量 取 值 的 平均 数 ,我 们 还 需要 了 解 
随机 变量 取信 的 离散 程度 . 我 们 先 看 下 面 的 一 个 例子 . 

例 4. 2.1 设 甲 乙 两 名 射手 射击 一 次 所 得 分 数 分 别 是 随机 变 
量 芝 和 了 ,其 分 布 律 如 下 : 


。 1 43。 
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我 们 关心 饰 一 位 射手 的 技术 水 平 高 一 些 ? 
首 完 从 他 们 的 平均 得 分 进行 分 析 , 有 


E(X) = >,kP{X=E)=0O0X0.1+1X0.1+2X0.2 


二 


十 3X0.4 十 4 XX 0.2= 二 2.5( 分 ) 
昌 

E(Y) = OjP{Y=j)—0X0.1+1X01+2X0.3 
j=0 


二 3X0.3 十 4X 0.2 一 2.4( 分 ) 
缩 当 告诉 我 们 , 从 平均 得 分 这 个 角度 来 看 , 甲 射 手 的 射击 水 平 略 高 
些 . 另外 ,我 们 还 关心 他 们 每 射击 一 次 的 得 分 与 平均 得 分 的 偏离 程 
度 , 做 如 下 运算 : 
E{[X 一 ECX)]} 一 > [Rk— 2.5]FP{X =k} = 1.45 


E{[Y 一 E(YYJ} = ZU — 2.4]FP{Y = 7 =1.44 


这 说 明 乙 射手 的 射击 技术 要 比 甲 射手 更 稳定 一 些 . 

在 实际 应 用 中 ,人 们 往往 要 考虑 随机 变量 相对 其 均值 的 离散 
程度 . 下 面 引 进 随 机 变节 的 方差 的 定义 . 

定义 4.2.1 设 王 是 随机 变量 , 韦 五 t[LT 一 已 (二 存在, 称 

DIX) = E{[X — EC(X) |]:} 《4. 2. 1» 

为 了 的 方差 , 称 o(X)= 二 VDC(X) 为 的 标准 差 或 均 方差 . 

方差 D(X) 是 随机 变量 X 的 函数 的 数学 期 望 . 当 X 是 离散 型 
随机 变量 , 式 (4. 2.1) 的 形式 为 


D(X) = 之 1[ — ECXIFPIX=T)} (4.2.2) 
当 气 是 连续 型 随机 变量 , 则 
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DXY = [rz — ECX)]fr Cz)dz, (4. 2. 3) 


通常 用 以 下 公式 计算 方差 : 
DX) 一 ECX:) — [ECKOF (4. 2. 4) 
证 DCXY—E{[X— ECX)T) 
—E{X:—2X:ECX)+LECXY ]} 
—EC(CX)—2ECXYIECR)T [ECXYIE 
=EC(X)— [ECX}. 
例 4. 2- 2 设 随 机 变量 XX 具有 (0 一 1) 分 布 ,其 分 布 律 为 
Pia =0°=1—p,: PIX=1}=p, OO@<p<1). 
求 方 差 DCX). 
解 ECX)=p， 
E(XY) 一 他。 (1— pl::p=p 
DXY = E(XD 一 [EC(CXIF =p— p= p01 — p). 
例 4. 2.3 设 随 机 变量 并 一 CC(0,r) ,7 一 sin 和 , 试 求 厂 (了 )， 
解 下 (7) 一 ElsinX) 一 | sinzPrcodz 


天 大 


-1 sinzdz 一 
和 
十 迪 1 x 
ECY?) = | yfrCr)dr = | 站 
有 


Tx 
i 9 1 
ee ,Cl cos2x)dx py 


故 


= Ee 2 1 3) = 
DX) = EC(Y’) — [EOF = 3 | = 王 云 


例 4. 2. 4 续 例 4.1.8, 计 算 平方 检 波 器 的 输入 曲 声 信号 N (1) 
二 区 cosf 一 Ysint 的 振幅 4 的 方差 
解 已 解 得 PC 一 到， 
EtA) =E(X?: 十 了 2) 
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十 全 十 so 2 
L | | Cx 十 yyexp| 一 过 可 > azdy 


2R1 


= 去 | dg| redr 
2 自 ct 


二 cs 人 十 am 
=| rie™ zdr = ?| fedz = 2 
Lr . 


D(A) =E(AD) 一 [ECA)F =2— 


由 方差 的 定义 可 知 方差 只 能 是 非 负 数 . 可 证 明 方 差 有 以 下 午 
要 性 质 ， 

“1) 设 忆 是 常数 ,出 D(C)==03 

(2) 随 机 变量 XX 的 方差 在 在,C 是 常数 ,有 D(CX)= 


CDEKRY. 
《3) 设 随机 变量 XX 和 Y 的 方差 存在 ,有 
DX 4 Y) = DK) + DOY + 2X — ECX)Y) LY — ECYY]) 


C4. 2. 5) 
若 下 与 Y 相互 独立 ; 则 
DX +Y) = DX) + DOYY. 
(42D(X) 二 0 的 充 要 条 件 是 下 以 报 率 为 ] 取 常数 玖 (X)， 即 一 
{X=E(CX)}=1. 
证 (1) 和 和 (2) 请 读者 目 证 ,这 里 仪 证 (3)， 
D(X +tY)=E{[CX 寺 了 一 E(X + WWTP} 
=—E{[(X — E(X)) 士 了 一 EC FF} 
=E{[X — ECXIT} + E{[Y — ECYY FF} 
士 2E{[X — EC(XYIY — EC(OYYJ} 
=D(X) + DOY) + 2E{LX 一 ECX) LY — EO)}. 
车 * 和 了 相互 独立 ; 则 六 一 (XD) 与 了 一 总 (Y) 也 相互 独 科 ,由 数 
学 期 望 的 性 质 , 有 
E{[X — ECX)Y LY — ET) 
= EC(X— ECXIEOY 一 五 (了 ) ) 
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= (E(R) 一 下 (和 7) 六 下 人 — EC(Y))= 0 


DX +tY)= DX) + DOYY. 
更 进一步 , 若 义 ; ,多 ;,…, 首 ,相互 独立 ,方差 都 存在 ,有 


pl DiC,x,) = SCIDCX), (4, 2. 6) 
二 4.2.5 设 XBCn,p) , 求 DX). 
解 大 可 表 为 = 个 相互 独立 人 0 一 1 分布 随 机 变量 之 和 
站 一 克 十 天 ;十 十 其 。 
已 得 D(X 二 p01 一 ,从 而 
DX) = DICXI) + DOX2) 十 …… + DCOX,) = np(1 — py). 
例 4. 2.6 设 随机 变量 * 的 数学 期 望 存在 ;方差 D(X) 一 0, 令 


x. -ZX— EX) 
VD) 


称 蕊 "为 随 本 变量 去 的 标准 化 随机 变量 . 下 
E(X*) = 0， a 


A 
ECX*)—E ETX— EC(X)1=0, 
证 ECX) bs ee L ] 
XxX ECX) 
DX: 0 | BUDEX — ECX)] 
DCOD 
-Px 一 


例 4.3.7 在 相同 条 件 下 对 某 有 零件 的 长 度 进行 = 次 独立 测量 ， 
第 次 的 测量 结果 是 随机 变量 XX 有 自 ECXD) 一 ,DOK = , 求 n 


次 测量 结果 的 平均 长 度 二 > "X, 的 数学 期 志和 方差 
解 E| 1>x,) = 1 PE = 一 "na 一 天， 
D| | = D(x) 
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出 于 所 1 9 和 3 + 各。 相互 独立 , 胡 
Dp[13%) = 让 DD = 让- 一 全 
此 例 说 明 若 无 系统 测量 误差 ,对 零件 长 度 进行 次 独立 测量 ， 
对 其 结果 取 算术 平均 值 不 会 改变 测量 值 的 数学 期 望 ,但 测量 所 产 


生 的 侦 善 随 测 景 次 数 的 增多 而 减 小 . 在 工程 上 党 采用 这 种 方法 握 
高 测量 精度 . 


3 4.3 凡 种 常见 分 布 的 数学 期 望 和 方差 


一 、 二 项 分 布 
设 随机 变量 久 ~B tn; 思 ) 例 4.1. 11 和 例 4. 2. 5 已 证 得 
ECXK) =np, DIUX)Y = np(l — p) (4. 3. 1) 
二 ,、 泊 松 分 布 
随机 变量 站 一 POW), 则 有 ECX)=D(X)= 二 = 
证 所 的 分 布 律 为 


A 
Pi 二 k= k=0,1,2,. 


加 ee 让 A ES ALI 


二 = 


有 _™v A 
E(X(X— 1) 一 之 /人 一 De" =— Xe 2 eT 


点 一 站 
ah 
—Ale- > Re e 一 类 
于 一 丫 1 


E(XS) =E(X(X 一 1D) + ECX)=P+A 
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从 而 
DORY = ECK) 一 [ 皇 ( 守 )] 平 一旦 十 一 玫 二 


二 ,均匀 分 布 


2 
随机 变量 X~UCas5), 则 ECX) 一 < ,D(X) 一 全 2 
om 5 
证 ECX)=| zfrodz=| zz 三 dz 
+ 下 | bp! 0 
之 一 间 二 2 2 
Ex) 一 | zf(dr = | ri dr sp 
二 访 (a? 十 46 十 矿 ) 


故 
DOXY =E(X?) 一 [EC(X)Y 


一 二 (2 十 的 十 芒 ) 一 


四 、 指 数 分 布 


随机 变量 半 服 从 参数 为 4 的 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 
je 工人 Di 


=| (aA 0) 
A 已 ， 工 妇 - 几 ， 


则 有 巨 CX) 一 于 ,DCX) 一 点 . 


到 中 一 2 
2 12 


+ + 
证 ECO= | zf(z)dr= | Mre-zdx 
中 om 
= | Are “d(Ar) 
| 
= | ue “村 一 FE 
rr 于 i 20 一 入 
ECX:) = Arie dz 一 天 CAr)ie “diahr) 
0 0 


1 


和 | = | 一 直 
一 一 天 “时 i 二 于 局 已 
A Jo 0 
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_ 天 rE 2_ 1 -= 工 
D(X) = EC(X®) 一 [E(X)J = 雹 [于 | 一 天 


回想 在 例 2. 1, 4 中 电子 管 的 寿命 了 服从 参数 为 和 的 指数 分 
布 , 其 中 参数 4 为 瞬时 失效 率 , 这 里 我 们 知道 平均 寿命 (了) 恰 为 


“失效 率 的 倒数 地 
五 、 正 态 分 布 
设 随 机 变量 和 一 (Pr 其 概率 密度 是 
zypyc) 一 x Ls =]; -oT om， 
则 有 


ECX) = 1p, DCXY= 0. 
二 0 
证 ECX) 二 | Ee 


-二 2 


270 


1 rt” a _ 一 上 Jk 
| = (k++ oe sdr := 
-4 ed + ogdi 0 


DX) = E{[X 一 五 [有司 = E{CX — p97} 


日 1 《 工 一 1) 
四 
本 pe -de 
一 六 卫 
FT- 
oT: 2 Fon ft™= = 


* lo0 ， 
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4.4 协 方 差 . 相 关系 数 与 矩 


一 、 协 方差 


我 们 知道 多 维 随 机 变量 的 统计 规律 不 仅 与 它们 的 每 个 分 量 的 
个 别 性 质 有 闫 ,还 与 它们 之 间 的 联系 有 天. 现 讨 论 描述 两 个 随机 变 
量 之 己 关 系 的 数字 特征 . 
定义 4.4.1 车 Et[X 一 ECX)][Y 一 8CY) ]} 存 在 , 称 
cov(XYY 一 E{[X — ECXY]Y — ECYY]} (4.4.1) 
为 随机 变量 了 与 Y 的 协 方差. 
根据 式 (4. 4. 1) 可 知 有 用 
DXy = cov(X ,XA) (4, 4. 2) 
有 目 式 (4.2.5) 可 改写 为 
DX + YY = DOA) DO + Secov (X,Y). 
协 方差 其 有 下 述 性 质 : 
Cl)coveX ,YT}—=cov{Y ,XX); 
(2)covtaX bY7) 一 abcov (X,Y 了 了) ,asb 是 常数 ; 
(C3)covtA 十 及 ,了 = 二 coOv (A YY) cov (XY). 
常 利用 下 述 公 式 计 算 cov(X,Y)， 
covtX ,YT) = ECXY) — ECXYIE CYT) (4. 4. 3) 
俩 4.4. 1 设 二 维 随 机 变量 (CX, 了 的 联合 概率 密度 为 
Fr 及 二 全 0 委 工 去 1;0< 扫 < 扫 字 


其 他 ， 

试 求 协 方差 cov (X,Y). 
ff 2 
解 ECX) = | (| zzdyaz= 2 ， 
.PP 1 
son Pte 3 


时 


lol 


EX,Y) 一 | (| 2zydy)dz —1 
种 中 


人 
COVK 入 Y= ECXYY 一 (Er 一 上 上 和。 工 一 工 
es 4 3°3 36 


定义 4 4.2 设 # 维 随机 塞 量 (了 ,了 ,,… ,了 ,) 的 协 方 差 
Ci 一 COv(Ai, A ,) 
均 存在 , 称 和 矩阵 
Ci Ci Cn 
Ca Cos Co 
= . (C4. 4. 4) 
Cs Cre Cm 
为 # 维 随 机 变量 (X) ,于 ,,… ,对 ,) 的 协 方 差 矩 阵 - 
协 方差 矩阵 EC 一 CC 满足: 
CC.= D(X.), it] 
(20)C0 = Cis i=], 
即 协 方差 矩阵 是 一 对 称 和 矩阵 


二 ,相关 系数 


定义 4.4.3 若 随 机 变量 (XX, 了 ) 的 协 方差 及 方差 均 存 在 , 且 
DCI) 守 0,D( 站 0, 称 
CDwY 人 
(VP VD Do 
为 随机 变量 世 与 了 的 相关 系数 . 
pxy 着 一 个 无 量 岗 的 量 . 
式 (4, 4, 5) 可 写成 下 面 的 形式 
X— ECX) Yo— ECY) 
DX) VD 
=EC(X*Y") = cov(X*,Y’) (4. 4. 6) 
即 相关 系数 exr 是 相应 的 标准 化 随机 变量 的 协 方差. 
例 4. 4.2 续 亨 4. 4.1, 已 求 得 协 方 差 cov(X YY)， 现 计算 相关 
。152 。 


pxr = 上 
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系数 poor 
解 因 DOD=E(XD) 一 [ECX)] 


2 Tr 
= jj zzayjdz | 
= 

2 9 18 一 1 


DOY) =E02) — [EVE = | | zzdyjaz 一 | 


1 工 二 工 
人 


cv 所 ,了 ) 


A 


例 4. 4.3 设 随机 变量 革 ~-P(2), 随 机 变量 了 ~ 上 00,6) ,日 它 
们 的 相关 系数 px = -于 ' 记 Z 二 9X 一 27, 试 求 E(2) 和 DD(2) 
解 因 ECX)=DGX)=2,E(7) 一 3,D(Y)=3， 
EC(Z) =3E(X) — 2E(Y) =3X2—2X3=0, 
D2) =D(3% — 27) = D3X) + DODY) ~ 2co0v (3N ,27Y) 
—9D(X) 十 4D(Y) 一 12cov (X,Y) 
=9D(X) + 4D(Y) 一 12 VDOOD VD pyy 


=9 X24X3— l]2X~vV2 Xv3 人 
v6 


定理 4.4.1 设 下 与 Y 两 个 随机 变量 的 相关 系数 pw 存在 , 则 
有 

C1) | pr | 过 1 

(2) 1pn | 二 1 的 充分 必要 条 件 是 下 与 依 概率 为 1 线性 相关 ， 


即 存 在 常数 b 和 a 天 0; 使 
PIY=aX+68=1 


一 
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证 二 pxr 二 covCX*',Y"*) ,而 
OD tT 了) =DA DD) 二 + DO 二 20 
=2 十 2pxy = 2(1 + pxy), (4. 4. 7) 
从 而 
1 土 pxrr 守 上 0， 
有 
一 1 pxr 扫 : |， 
印 上 1 成立, 下面 证 明 (2). 
若 P{Y 二 aX 二 5}=1,a 关 0， 
则 EY)=aEtAX)+s, DTD=aiDX) 
CoOv(XY) =—=E{[X — EC(X)JL(aX + — EcaX 十 六]) 
=~aE{[X — ECXY}Y} = aD(X) 
从 而 
0 RD) aDK) -11 
VD 万 (7 lalDX) 
反之 ;车 [Pw | 二 1; 由 式 (4. 4.7) 可 得 
DX tt?)—=0, EX 二 Y*)=0., 
根据 方差 性 质 (4), 有 
PiX* 寺 YY"*=0}=1, 


或 
wDC AD 

天 ,了 一 土 a 干 0 本 下 (全 |， 

定理 4. 4, 1 的 结果 表明 ,相关 系数 em 是 两 个 随机 变量 X 和 了 
线性 相关 程度 的 度量 . 

定义 4. 4. 4 ” 若 随机 变量 (X,7)7 的 相关 系数 存在 , 且 px 一 0， 
称 革 与 了 不 相关 ; 若 pr =1, 称 各 与 了 正 相关 ; 若 pm 一 一 1, 称 王 
与 了 负 相关 . 

需要 特别 指出 , 称 随机 变量 郧 与 了 不 相关 , 仅 指 它们 二 者 无 
线性 关系 ,网 下 例 . 

* 二 5 十。 
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例 444 设 随机 恋 量 8Ur0,2r),X = cos8,Y 二 
Tt 
8 十 子 ] ,有 


CSS 


有 1 2 形 _ _1 2 
ECX) = 二 | cosBd = 0,ECYY = 二 | ee 


F 
9 十 去 jag 一 0， 
cov(X,Y) = ELATYT) 一 站 | cosbeos{ 4 十 lag = Oy 
DCX) = E(X’) 一 | cos?9d9 一 于， 


门 (了 ) = EO?) = 去 | cos?| 9 十 d= 去 ， 


2 a _ 
7 VD /TCD 
各 与 了 不 相关 ,但 有 


厂 2? 十 了 2 一 ceos2B 十 cosz| 9 十 到 | 一 1 


即 天 与 了 有 着 严格 的 函数 关系 ， 
定理 4. 4. 2 ”如 果 随 机 变量 工 与 了 相互 独立 , 则 和 和 7 不 根 
英 . 
证 当天 与 了 相互 独立 时 ,有 
五 (XY) 一 E(X)E(), 
从 而 
0 = ERT) 一 ECXIECOYY) _ 
VD VD 
该 定理 的 道 定理 不 成 立 . 
例 4. 4.5 设 二 维 随机 变量 (和 ,了 ) 的 联合 概率 密度 为 
l 2 
f(r,y) 一 | 
0， 其 他 
试 证 :X 与 了 不 相关 ,但 和 与 了 不 相互 独立 ， 
证 互 与 了 的 边缘 概率 密度 分 别 为 
*。]155 。 
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2 /1 x 
村 ee a 
fx(z) = | re | Tt + Ed 
0， 其 他 
fry(y) 一 | fr, ydr =— | 7 4 |y| < ] 
0， 其 他 ， 


显然 jz 了 fx(r)fyty), 妈 苹 和 不 相互 独立 . 但 因 
ECX)=| xfx(z)dz 一 | 半 XC— rdr = 0, 


ECY) 一 | zfy)ydy = | 2 yl — ydy C= 0, 


so 十 
cov(X,Y) 一 ECXY) = | | Ce dy 


一 中 二 ydzdy 二 | dg| rsingeosedr = 0， 
re t+ 过 1 


可 验证 已 (0,D7) 0 故 o 一 0, 即 X 与 了 不 相关 ， 
例 4.4.5 设 二 维 随 机 变量 (X,Y 了 一 和 N00,1;0,1;p), 试 求 
PxY, 
解 因 玉 一 NCO0,1),Y~N(0,1), 从 而 
EXR) =0,D(X) = 1;EO) 一 0, DPIY) = 1 
_E(XY) 一 E(X)E(Y) 


p = ECXY) 
VD VD 
wo 1 — trparyt yi 2 
一 二 > dzd 
| Vi 2 
| -2 | ed ldz 
te a f+ 
=[™ | £1 ee ed dz 
到 2 
ww IT 一 好 
。 156 。 
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二 加 吓 | _ 
-| “人 丝 a 一 < de Fp. 
类 似 地 可 求 得 , 茶 { 和 7) 一 NE 5 0] lo ， nip); prr = p. 

二 维 正 态 随机 变量 (X,Y 了 ) 由 下 和 YY 的 数学 期 望 和 方差 ,以 及 
它们 的 相关 系数 完全 确定 ， 

在 第 三 章 例 3. 2. 5 中 我 们 证 明了 ,对 于 二 维 正 态 随机 变量 相互 
独立 的 充 要 条 件 是 pc 一 0, 即 艺 与 Y 不 相关 . 


\ 超 


矩 是 随机 变量 更 一 般 的 数字 特征 . 
定义 4.4.5 设 X 为 随机 变量 , 若 有 EC 人) 之 十 co, 则 称 


人 


n= ECR), 下 一 1; 2 (4. 4. 8) 
为 的 阶 原点 矩 . 
随机 变量 * 的 数学 期 望 即 一 阶 原 点 挑 . 
称 m=E(|XK|') ,R=1,2 (4. 4. 9) 
为 的 上 阶 绝对 不 点 矩 . 


定义 4. 4.5 设 随 机 变量 的 数学 期 望 E(X) 存 在 , 且 
E{|X — ECRY) | < oo 


称 

= ELX— ECX)Y}, 天 一 12 (4.4.10) 
为 的 上 阶 中 心 矩 , 称 

B= EX — ECR)I}, k=12,% (4.4.11) 
为 了 的 五 阶 绝对 中 心 是 . 


注意 一 阶 中 心 矩 如 一 0, 二 阶 中 心 矩 吉 即 方差 ,有 目 tw 一 7; 一 ， 
方差 是 随机 变量 的 二 阶 原点 矩 与 一 阶 原点 矩 的 平方 之 差 . 

可 证 明 , 随机 变量 X 的 高 阶 矩 存在 , 则 低 阶 和 矩 一 定 存在 . 

例 4. 4.7 设 随机 变量 总 一 六 Coyot， 试 求 蕊 的 各 阶 中 心 抢 

解 = | ce 一 pr odr 


* lo7 * 
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Ca 立 可 )71To 2 4 
es rt tt 
人 | = | 


当 #n 为 奇数 时 ,二 0.2 二 1,3,5,"" 
当 为 偶数 时 ,用 分 部 积分 法 可 得 递 推 公 式 ; 
=o R= 2 ,6 
将 p= 二 EL 一 ECXD} 二 代入 递 推 公式 ,得 
A = RO 1 Oo 3) 1, 一 S40"" 
Wm =l1X30=30, 
He=1X3X50=150, 


34.5 x 维 正 恋 随机 变量 


正 态 分 布 对 于 理论 和 应 用 而 言 都 是 重要 分 布 之 一 ,我 们 这 里 
从 二 维 正 态 联合 分 布 出 发 ,引进 * 维 正 态 分 布 概念 以 及 部 分 性 质 ， 
车 (X 了 了) 一 NANOnooinsyosip) 其 联合 概率 密度 为 


1 — 1 LU 1 
ee "(sa 一 两 | i 
二 = 全 
一 2p De 二 十 这 a ] | {Ty) EE R, 
(4. 5. 1) 
引入 矩阵 记号 : 


2 oT 
有 “| v=| |， 二 | 1 人 "| 
yy 2 Poidz 9 


由 手 S00, Pi 过 1 ;故人 的 行列 式 
IC| = ogi(1 一 p) > 0， 
且 有 


" 158* 
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则 二 维 正 态 随机 变量 (人 ,7 的 联合 概率 馈 度 可 用 抑 阵 形式 表示 为 
HT Y) 一 一 一 一 exp ES 0) 
2n|Ci|¥ < 
{4.5.2) 
其 中 矩阵 C 是 (和 ,了 7 的 协 方差 矩阵 , 它 是 一 个 正定 对 称 矩 阵 ， 
例 4.5.1 设 n 维 随机 奕 量 (Kl, 六 ;，… ,于 ,) 的 协 方 着 矩阵 
CC 一 (CD 是 阶 正定 对 称 冠 阵 , 联合 概率 密度 为 


人 六 ， 二 了 = ) = 一 xp| 一 FX i x)'C i | ££) 


i 
Carn)zlC|z 


(4. 5. 3) 
其 中 
| A 
X= < 2 
-Ty 


称 ( 六 1 2s) 服 愉 nn 维 正 态 分 布 . 

关于 维 正 态 随 机 变 景 具有 下 述 秆 本性 质 ; 

(有限 个 相互 独立 的 正 态 随机 变量 的 线性 函数 仍然 服从 正 
态 分 布 。 

(2)# 维 随机 变量 (1 王 *…， 和 so) 服从 二 维 正 态 分 布 的 充分 
必要 条 件 是 XI , 立 :,…,X, 的 任意 非 零 线性 组 合 ; 

十 和 六 十 十 机 六， 

服从 正 态 分 布 ， 其 中 常数 dstas "sia 不 全 为 零 . 

《3) 若 ( 芝 ) 及， py ;让 服从 1 维 正 态 分 布 , 衣 YY, 3 了 yl 是 
匡 1: 久 ，… ,外 的 非 零 线性 组 合 ; 则 (YY 了,… ,了 .) 是 维 正 态 分 
布 随机 变量 - 

特别 (全 14 荆 i 站) 是 m 维 正 态 随机 变量 ;X， t=] ,2 
#4 均 为 1 维 正 态 随机 变量 . 

《4 名， 区 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 其 协 方差 抵 

* 159* 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fineprint Comem 


从 而 ,n 维 正 态 随 机 变量 (入 1， 臣 ,，，*, 革 ,) 相 互 独 了 的 充分 必要 条 
件 是 入 1 入 3， et 及。 两 两 不 相关 


34.6 应 用 实例 


一 、 风 险 决 策 问 题 


人 们 在 处 理 一 个 问题 时 ,往往 面 虱 车 于 种 自然 状况 ;存在 几 种 
方案 可 供 选择 ,这 就 构成 了 决策 . 自然 状态 是 客观 存在 的 不 可 控 因 
索 , 供 选择 的 行动 方案 叫做 策略 ,这 是 可 控 因 素 , 选 择 哪 种 方案 由 
决策 者 确定 . 依据 概率 的 决策 称 为 风险 型 决策 . 

例 4. 6.1 某 捕 鱼 队 而 临 下 个 星期 基 否 出 海 捕 鱼 的 选择 . 如 果 
出 海 过 到 好 天 气 , 则 可 以 得 到 5000 元 的 收益 ;如 果 出 海 后 天 气 恋 
坏 , 则 将 损失 2000 元 ;如 果 不 出 海 , 则 无 论 天 气 如 何 ,都 要 承担 1000 
元 的 损失 费 . 已 知 下 个 星期 天 气 好 的 概率 为 0. 6, 天 气 坏 的 概率 为 
0. 4, 应 该 如 何 选择 最 佳 方案 ? 

称 出 海 方 案 为 8 方案 ,不 出 海 方 案 为 C 方案 . 记 瑟 ec 分 别 
为 方案 的 效益 值 , 则 均值 让 (Xs) 和 (Kc) 有 

EC(Xs) = 5000X06 十 (一 2000) Xx 0.4 = 2200( 元 ) 

ECRC) 一 一 1000( 元 ) 

所 以 出 海 捕 鱼 是 最 佳 方案 ,其 效益 期 望 值 为 2200 元 . 

由 于 两 种 天 气 状态 出 现 的 概率 是 预测 值 ,因此 两 方案 的 平均 
效益 是 佑 计 值 , 选 定 方案 B 必定 要 承受 一 定 风险 . 我 们 还 需要 考 
虚数 据 的 变动 对 方案 选择 的 影响 , 换 育 之 , 需 讨 论 最 佳 方案 的 稳定 
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性 . 
首先 变动 天 气 状态 出 现 的 概率 , 设 出 现 好 天 气 的 概率 为 0. 8， 
出 现 坏 天 气 的 概率 为 0.2, 比 较 决 策 方案 : 
E(Xs) = 5000 X08 十 (一 2000) X 0,2 = 3600( 元 ) 
El(Xc) 一 一 1000(%7) 
出 海 方 案 仍 是 最 仁 方 案 ,两 方案 的 平均 效益 值 之 差 达 到 4600 元 : 大 
出 现 好 天 气 的 概率 为 0. 1, 出 现 坏 天 气 的 概率 为 0.9, 则 有 
ECXs) = 5000 X 01 十 (一 2000) xX 0.9 =— 1300( 元 ) 
ECXe) 一 一 1000( 元 ) 
不 出 海 为 最 佳 方案 ， 
我 们 关心 在 什么 条 件 下 , 两 个 决策 方案 有 相同 的 平均 效益 值 . 
设 出 现 好 天 气 的 概率 为 2; 出 现 坏 天 气 的 概率 为 1 一 a, 令 
5000 X ea 十 (一 2000) x (1—a)=(—1000) Xa 
十 《一 1000) X01—a 


解 得 "= 却 , 即 当 出 现 好 天 气 的 概率 大 于 1/7 时 ,出 海 是 最 佳 方案 ， 


否则 不 出 海 是 最 佳 方案 . 当 一 二 时 ,两 方 案 具 有 相同 的 平均 效益 
值 . 

类 似 地 ,我 们 还 可 以 对 出 海 效益 的 不 同 估计 值 ,分 析 最 佳 方案 
的 稳定 性 


二 、 报 重 问 题 


一 位 报 童 每 天 从 邮局 购 进 报纸 替 和 此 ,当天 卖 不 出 的 报纸 则 退 
回 邮 局 . 报纸 每 份 售 出 价 为 a, 购买 进 价 为 8, 退回 价 为 c;, 有 48 
>>c. 由 于 退回 报纸 份 数 过 多 会 赠 本 , 报 童 应 如 体 确 定购 进 报纸 份 
数 ? 

报 童 每 天 的 报纸 销售 莉 > 是 随机 变量 ,其 分 布 律 为 p47) ,r= 
0,1;,2,……. 假设 他 每 天 购 进 = 份 报纸 , 获得 的 利润 为 


" 了 和 1“ 
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人 (BB—c}tn—r), rn: 
Ca — bn, r nn. 


平均 利润 为 
Gn = > [am Dr Eo— en mrp) 


rw 小 


+ D>) (a — bnplr) 


Fnr 中 1 


现 求 n 使 G(n) 达 最 大 . 
通常 销售 量 > 的 取 值 和 购 进 景 n 都 相当 大 ,为 便于 分 析 , 将 * 
和 +n 视 为 连续 变量 ,将 ar) 视 为 概率 密度 fr)， 上 式 改写 为 


GCn) =| [Ca 二 


on 
| (a 的 mcrydy 


念 
SS {a — Pnfn) 一 | — cfrdr om Ca Pnfn) 
才 梧 
十 | (e — Bf rdr 
一 一 《pe 一 of fear 二 (a 一 人 | 7epdr = 9， 
得 
[fodr = 
0 (4. 6. 1) 
| Pe Ue 
n i 
令 记 一 [yoydr,p | rndr, 式 (4. 6.1) 可 写 为 
pp a—é 


这 个 结果 可 以 必 如 下 解释 : 知 购 进 # 份 报纸 , 则 六 是 卖 不 完 
的 概率 ,如 是 卖 完 的 概率 , 式 (4, 6. 2 表明 , 购 进 的 份 数 4 应 使 卖 不 
"16862. 
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完 与 卖 完 的 概率 之 比 , 恰 等 于 卖 出 一 份 赚 的 钱 与 退回 一 份 赔 的 钱 
之 比 . 


习 题 四 


1. 一 箱 产 品 中 有 3 件 正 品 和 2 件 次 曲 : 不 放 回 尾 取 两 件 , 么 表 
示 得 到 的 次 品 数 ; 求 平均 次 山 数 ECX). 
2, 设 随机 变量 XX 服从 拉 普 拉 斯 分 布 ;其 概率 窗 度 为 
flr) = Fe 一 上 9 之 工 万 十 o0 


计算 ECX) 和 DCXY. 
3. 设 和 随机 变量 所 的 概率 密度 为 
中 袜 . 1， 
fxr) 一 | 一 
0， 其 他 ， 
试 求 ECX) 和 DCX). 
4. 设 随 机 变量 区 服从 瑞 利 分 布 , 其 概率 密度 为 


Fo = | ; 0: 
0， 区 去 、 有 0。 
式 中 参数 5>0, 试 求 Et 式 } 和 DCOXOD)， 
5. 地 面 雷 达 搜 索 飞 机 ,在 时 间 (9, 扎 内 发 现 飞 机 的 概率 为 
Pl)=1—e*, {i>0), 
试 求 发 现 飞机 所 需 的 平均 搜索 时 间 . 
6. 已 关 随 机 栾 景区 一 UC 一 zr) ; 试 求 了 一 cos 式 和 了 二 cos 让 
的 数学 期 望 . 
7. 已 知 随机 变量 X~PCX) , 试 求 El| | . 


8. 随机 变量 六 的 概率 密度 为 


" 03* 
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eT, TT 
J | 0， 了 世人 赔 . 
试 求 了 一 2X 和 Z 二 e “的 数学 期 望 . 
9. 设 (X, 了 ) 的 联合 概率 密度 为 
| 0 二 yTE1; 
0， 其 他 ， 
试 求 ECX),ECY),ECXYI 和 ECX:+Y'). 
10. 至 机 变量 并 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 , 令 随机 变量 
人 若 Y 寺 上 ; 
1， 车 了 并 
试 求 数学 期 望 下 (于 ,十 所 2)， 


11. 设 随机 变量 入 和 了 了 相互 独立 ,其 概率 密度 分 别 为 


【9 一 


一 (二 1.2) 


fxCz) -1 ee 
0， 工 坊 . 溃 ， 
fr = | 0 < yl1; 
0， 其 他 . 
求 EC(XYDY 和 ECX 十 YD). 


12. 者 随机 变量 和 了 相互 独立 ,都 服从 标准 正 态 分 布 , 试 求 


E(xX:+Y 和 和 D(X + YY, 


13. 民航 机 场 的 送 客 汽车 载 有 20 名 来 客 , 从 机 场 开 出 , 心 容 可 
以 在 10 个 车 癌 下 车 ,如 有 条 到 达 茶 一 车 亲 时 无 顾客 下 车 , 则 在 该 车 站 
不 停车 . 设 随机 变量 X 表示 停车 次 数 , 假定 每 个 丑 客 在 各 个 车 站 


下 车 是 等 可 能 的 , 求 平均 停车 次 数 ， 


14. 将 nn 只 球员 一 4 号 ) 随 机 地 放 和 nn 只 盒子 (1~n 号 ;中 去 ， 
一 只 盒子 滚 一 只 球 . 大 一 只 球 闭 入 与 球 同 导 的 盒 于 中 , 称 为 一 个 配 


对 : 记 关 为 总 配对 数 ; 求 ELX). 
15. 设 二 维 瑚 机 变量 (CX,Y) 有 联合 概率 密度 
f(r,y) 一 
0， 其 他 ， 
*。164 。 
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试 写 出 (X,Y} 的 协 方差 拢 阵 . 
16. 设 CX,Y) 的 联合 概率 密度 为 
]，0 氨 过 1;|y| 志 工 ， 
(站, YW)】 一 
A 其 他 . 
证 明 X 与 Y 不 相关 


17. 设 二 维 随 机 恋 量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 


求 基 与 了 的 协 方差 和 相关 系数 
人 


fx) 一 也 -上 
间 考 与 | 天 | 是 否 不 相关 ?是 否 相 互 独立 ? 


19. 设 万 (全 ?一 25, DG 一 36. 相 关系 数 pxy 二 0.4;, 试 求 : DCX 
二 YY} 和 DCX 一 Y)， 


20. 设 随 机 变量 基 ~U00,1), 证 其 如 的 天 阶 原 点 为 


ECXD 一 Fi k= 1,2,.) 
ee 
一 全 十 交 , 试 求 
的 数学 期 望 和 方差 
(2)X 与 Z 的 相关 系数 pxz; 
《3) 间 六 与 Zz 是否 相 互 独立 . 
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第 五 章 ”大 数 定律 和 中 心 极限 定理 


本 章 介绍 的 大 数 定 律 和 中 心 极限 定理 是 独立 随机 变量 序列 的 
部 分 极限 定理 ,它们 是 概率 论 和 数理 统计 的 基本 理论 ,在 理论 研究 
和 实际 应 用 中 都 十 分 重要 . 


$5.1 随机 变量 序列 的 收敛 性 


在 第 一 章 我 们 知道 ,随机 现象 的 统计 规律 性 ,在 相同 条 件 下 进 
行 大 重重 复 观 察 或 试验 才 可 能 显现 出 来 . 警 如 , 扫 一 核 均匀 生 币 ， 
虽然 不 能 准确 预言 每 次 搏 出 的 结果 ,但 随 着 投掷 次 数 ”的 增 大 ,出 


现 正面 的 频率 儿 “ 稳 定 于 "出 现 正面 的 概率 方 能 否 说 频率 儿 “ 收 
象 "于 概率 了 呢 ? 我 们 继续 分 析 此 问题 


记 
1， 第 ;次 摔 出 正面 
XX, 一 和 
[0 第 1 次 扩 由 反面 “一 112 
则 有 所 一 > Xi， 问题 归结 为 随机 变量 序列 
Y, = 1 DX,, n= ,2 
是 否 “ 收 化 于 ”极限 元- 
关于 随机 变量 序列 收敛 概 念 种 类 很 多 ,这 里 介绍 常见 的 两 种 
收敛 概 念 ， 


定义 5.1.1 设 工 ,为 随机 变量 序列 , 工 为 一 随 
机 变量 (或 为 常数 a) ,如果 对 任意 给 定 的 正 数 *, 存 
“166， 
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limP{|X, CO— | < 二 £} =1,， 5.1.1) 


或 等 价 地 

limPl| 辫 ,一 站 | 宇 £} 二 00， 5, 1.2) 
称 随机 变量 序列 六, ,XX,,… ,YY,,… 依 概率 收 襄 于 , 记 为 ,一 >X 
或 limX。 — xX. 


注意 ,随机 变量 序列 依 概 率 收敛 的 意义 不 同 于 微 积分 中 的 数 
列 收 仇 意 尽 , 这 里 对 于 绽 定 的 正 数 e 无论 多 大 , 当 n 密 NN 时 ,XX 
和 XX 的 偏差 仍 有 可 能 达到 或 超过 ,内 不 过 当 很 大 时 ,出 现 收 大 
偏差 的 可 能 性 很 小 ,换言之 ;在 * 很 大 时 ,我 们 有 很 大 (并 非 百 分 之 
百 ? 把 担 新 言 坟 , 很 接近 入. 
定义 5-1.2 设 五 ,是 随机 变量 序列 ,于 为 随机 
变量 ,PFCxz) 和 Fexz) 分 别 为 下 的 分 布 函数 . 如 果 在 f(x}) 的 连 
续 点 x 处 均 有 
LimF. (x) = FC) C5. 1. 3) 


则 称 用 BD Eh pp 和 惊 分 布 收 前 于 六 , 记 为 KX —rY. 
太 13 信 3 … 术 分 布 收 货 于 改 ， 表明 { 芝 汗 以 及 的 分 布 为 极 
限 分 布 ， 


$ 5.2 大 数 定 律 


为 了 证 明 大 数 定律 , 先 介 绍 一 个 重要 不 等 式 ， 

定理 5. 2.1[ 切 比 雪 夫 (Chebyshev) 不 等 式 ] 设 随机 变量 工 
的 数学 期 望 E(XD) 和 方差 DLX) 存 在 ; 则 对 任意 常数 一 0, 下 列 不 
等 式 或 立 : 


P(X — EO) >e) < Lo, C5. 2.1) 


+" JY * 
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PllX— ECX)| < 时 区 1 一 


证 ”我们 仪 就 X 为 连续 型 随机 变量 的 情况 给 予 证 明 ,， 设 芯 


D(X) 
一 (5. 2. 2) 


的 概率 密度 为 A(z》 9 
P{|X CE(X)| 守 #) 一 fr)dz 
{le— ECX) | 
< EE £0 per)dr 
[| = 一 EC Se 


< 二 | Lz — ECX) Pf (edz = 2. 
式 (5. 2. 1) 得 证 . 

因为 P{|X 一 ECX)|<ie} 一 1 一 P{I|X—ECX)| 完 e)} 
由 式 (5. 2. 1) 即 得 式 (5. 2. 2) 式 . 

切 比 雪夫 不 等 式 在 概率 的 理论 推 证 和 概率 的 估计 中 都 有 重要 
应 用 . 

例 5.2.1 随机 变量 久 的 分 布 未 知 , 但 已 类 EL(XD) 二 ,DOUX) 
二 六 , 试 居 计 概率 

PI 一 gk| 守 30} 和 P(X 一 | 之 0}, 
解 ” 由 切 比 雪夫 不 等 式 


or 1 


PIX 一 天 | 之 35 所 racji™— § = 0-11l, 
吕 
P{|X— pl < 和 >1 一 ji 一 弟 一 0.9375 


例 SS. 2. 之 设 随 机 变量 太 17 人 gs ,Xi 相互 独立 有 都 服从 参 
数 一 4 的 泊 徐 分 布 , 令 了 二 >)X;, 利用 切 比 雪夫 不 等 式 估计 概 


率 
P360 < YY < 440} 
解 因为 ECXD)=DEX,)==4,i = 二 1,2,'* ,100. 
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100 
EY) = DECX:) = 400, 


fu 1 


又 因为 羡 ! ;处 ,，,… ,XIwm 相 筷 独 了 ， 


lew 
DOY) = > DID = 400. 


1 一 1 
由 式 司 .2. 2 得 
P{360 <Y < 440} = P{|Y — E(Y})| < 40} 


二 .大 数 定 律 


| 定 尺 3. 2.1 设 随 机 变量 序列 Pp Ep PPE “的 每 个 数学 
期 望 (XD) ,i 二 1;2,… 均 存在 ;如 果 对 任意 给 定 的 正 实数 £, 有 


limP {| 3 x boa)|<e)= 1 5.2.3) 


则 称 随机 变量 序列 革 , 半 ,，…,X,,… 服 从 大 数 定 律 . 

由 定义 5.1.1 可 知 ;随机 变量 序列 基 11 久 ，,…, 苹 .， 服从 大 数 
定律 ,是 指 其 前 ”项 的 算术 平均 值 与 其 数学 期 望 之 差 依 概率 收敛 
于 零 , 艺 


n a p 
1 2 一 i EK). 

下 面 介绍 几 个 重要 的 大 数 定律 

定理 5. 2. 2( 切 比 喜 夫 大 数 定 律 ) 设 盖 是 相 
互 独 交 的 随机 变量 序列 ( 即 对 任意 正 整 数 盖 1, 均 有 下 芋 2 …， 
X, 相互 独立 ), 每 个 随机 变 晤 都 存在 数学 期 望 E(X) 和 方差 
DCX), 且 方差 别 一 致 有 异 , 即 

Da) CC 一],20 于 CC 半 0 为 常数 ) 

则 工 : , 工 :，… 了 服从 大 数 定律 . 


证 需 证 对 任意 正 数 :>0, 有 
» ]69* 
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pur 
因为 
a EAX), 
D324 2 peo 反方 .nrC 一 二 ， 
由 切 比 雪夫 不 等 式 (5. 2) "对 给 定 的 ce->0, 有 
.| 2x 二 ZECXO| < 


+ 一 】 
= 
~ _ il ee 
之 1 1 


令 mx 十 心 :注意 到 概率 不 能 大 于 1, 故 有 
lmP{ 二 >)X 二 12Ex)|< |= 1. 
定理 5.2. 3 独立 同 分 布 大 数 定律 ) 设置,, 苇 ,,…, 下 ,;… 是 


相 志 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,有 具 存 宪 数 学 期 望 和 方 茜 
E(xX)= pg DOR = oo, 7= 1,2,." 


则 导 ,这 :服从 大 数 定 律 . 即 对 任意 二 0 有 
FnmP | x 四 +|<e)= 1 (5. 2. 4) 
证 因 和 和 ys 相互 独立 且 同 分 布 , 所 以 
二 EC = 二 .mr 一 


方差 列 万 (Xi 一 于 一 1,2.… 一 数 有 界 , 由 定理 5.23.2 知 天 ,有 系 ?， 
服从 大 数 定律 , 式 (5.2.3) 可 写 为 ,对 任意 >0， 


im? {| <1 
定理 5.2.3 表明 ,相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 站 As，…AXn 
" 110* 
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的 算术 平均 值 志 这 /Xi, 当 充分 大 时 具有 稳定 性 ,其 稳定 值 为 
ECX,)=k. 这 就 是 实际 应 用 中 以 大 量 测量 值 的 算术 平均 值 作为 精 
确 值 的 估计 信 的 理论 信 据 ， 

定理 $. 2. 4( 贝 努 里 大 数 定律 ) 设 m 是 nn 重 贝 努 里 试验 中 事 
件 4 出 现 的 次 数 ,p 是 事件 4 在 每 次 试验 中 发 生 的 概率 , 则 对 任 
章 给 定 的 实数 :>0, 有 


imP{| 到 一 让 <ej= 1 (5. 2.5) 
证 设 随 机 变量 序列 如 下 ! 


= 若 在 第 i 次 试验 中 事件 4 发 生 ， 
”” 【9， 车 在 第 i 次 试验 中 事件 4 不 发 生 ， 


有 HE = pp = .i 区 相互 独立 ,都 服从 6 一切 分布， 


可 得 
ElR) 一 p， DX) = pl 一 户 所 广 ， i 一 1 ,2 
由 定理 5. 2. 3 可 知 
1 = 
tmp {33x—#|<e)=1, 
亦 即 


limP {| 开 -pl<e)= 1. 

贝 努 里 大 数 定律 表明 , 随机 事件 的 频率 信 概 率 收 伍 于 事件 发 
生 的 概率 即 当 试验 次 化 = 充分 大 时 ,事件 4 发 生 的 频率 二 具有 
稳定 性 ,其 稳定 值 为 事件 4 发 生 的 概率 p= 二 P(A4). 这 里 我 们 用 数 
学 形式 严格 地 表述 了 频率 的 稳定 性 . 

频率 的 稳定 性 在 理论 研究 和 工程 应 用 中 具有 极其 重要 的 意 
义 . 大 数 定律 中 的 “大 数 ” 二 字 是 指定 理 所 描述 的 规律 , 仅 在 大 量 次 


数 的 试验 和 观察 之 中 才能 呈现 . 因此 ,在 实际 应 用 中 , 当 试 验 次 数 
* 171， 
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很 大 时 , 恒 可 用 事件 发 生 的 频率 来 近似 事件 的 概率 . 

我 们 换个 角度 分 析 贝 努 里 大 数 定律 ,事件 4 发 生 的 频率 依 概 
率 收敛 于 事件 4 发 生 的 概率 P, 若 请 很 小 , 则 妈 发 生 的 频率 二 也 
极 可 能 很 小 , 即 4 发 生 的 次 数 mm 也 很 小 , 譬如, 关 一 0. 001, 则 在 
1000 次 试验 中 事件 4 很 可 能 仅 发 生 1 次 ,因此 人 们 在 实际 生活 
中 常常 忽 政 那些 概率 很 小 的 事件 发 生 的 可 能 性 . 我 们 得 到 下 述 实 
际 推断 原理 . 

小 概率 事件 原理 :概率 很 小 的 事件 ,在 一 次 试验 中 几乎 是 不 可 
能 发 生 的 ,实际 中 可 看 成 不 可 能 率 件 : 

在 实际 应 用 中 常用 到 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 , 艾 如 , 某 门 课 
程 的 百分制 考试 成 绩 分 数 记 为 蕊 , 设 壬 ~ 六 (pe 可 以 较 好 地 描 
述 得 分 规律 ， 但 问题 是 正 态 分 布 随机 变量 可 以 取 任 何 实 数 ,这 与 
百分制 不 符 . 我 们 曾 计算 过 概率 

P{|X— pI < $0 一 2803) 一 1 一 0.9974 
或 
PllX— pl| 守 35} = 0.0026 

即 是 说 ,车 随机 变量 外 ~NN Cx,o3), 则 半 的 取 值 大 于 pg 十 30 或 小 于 
一 30 的 概率 不 到 于 分 之 三 ( 见 图 5.2. 1), 可 视 作 小 概率 事件 . 因 
此 ,根据 小 概率 事件 原理 ,我 们 把 区 间 Cy 一 30, yg 十 30) 看 作 是 随机 
蛮 基 蕊 的 实际 可 能 取 依 区 间 ,这 一 原理 称 为 三 司 标 准 差 原 理 ” 
或 “ 30- 原理”. 

对 于 百分制 得 分 无 , 若 记 尺 ~ 和 NC(70,10) ,由 “3o- 原 理 ” ,我们 
实际 上 将 得 负 分 或 超过 100 分 看 着 不 可 能 事件 ,实际 得 分 范围 是 
[0,100]. 


3 5.3 中 心 极限 定理 


上 一 节 中 ,基于 随机 变量 序列 的 值 概 率 收 化 的 概念 ,我 们 介绍 
“ 172， 
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图 5. 2.1 
了 重要 的 极限 定理 一 一 大 数 定律 - 本 节 我 们 从 随机 变量 序列 的 依 
分 布 收 证 概念 ,引进 另 一 类 重要 极限 定理 一 一 中 心 极限 定理 . 
考虑 相互 独立 的 随机 变量 序列 天 ,站 ;六 ,，… ,并 假设 此 
们 的 数学 期 望 和 方差 均 存 在 ; 则 对 于 它们 的 前 项 和 


一 六 | 十 大。 十 十 三 。 
r=] 


有 
El > 一 > ECG)， | DX) = > DC > 0， 
将 >)X, 标准 化 , 令 
Sx, 人 SECX,) 
人 (5. 3. 1 ) 
| DK,) 
则 有 EC(Z)=0, D(CZ.)=1. 
定义 3. 3.1 设 星 1* 下 3， We ,天 是 相互 独立 随机 恋 量 序列 ， 
其 前 站 项 和 的 标准 化 随机 变 最 序列 为 
RO— > EEC,) 
2 一 下 
| > DC 
» 173 ， 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory"” 试用 版 本 创建 www, fineprint com cn 


记 Z, 的 分 布 约 数 为 Fox 一 忆 1Z<t} ,和 如果 
limF,(x) = Br) = | 


e 3dt， 一 500 之 十 co 
27 


《5. 3, 2) 

即 序列 4Z.} 恢 分 布 收敛 于 标准 正 态 随 机 变量 , 则 称 随 机 变量 序列 
zi， 服从 中 心 极限 定理 . 

中 心 航 限定 理 有 很 强 的 实际 背景 ;我 们 知道 正 态 分 布 在 概率 
论 和 数理 统计 的 理论 和 应 用 中 占有 重要 的 ,中 心 的 地 位 . 在 现实 
中 许多 变量 帮 可 以 表示 成 为 许多 相互 独立 的 随机 变量 之 和 ,而 且 
其 中 每 个 随机 变量 对 总 和 只 起 微小 的 影响 ,这 类 随机 变量 往往 服 
从 和 近似 服从 正 态 分 布 . 中 心 极 限定 理 从 理论 上 阐明 了 其 稍 由 ， 

定理 5.3.1( 独 立 同 分 布 中 心 极限 定理 ) 设 头 |, 革 ,;…, 访 ,， 
… 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 要 量 序列 ,具有 数学 期 望 和 方差 

El(XN) = pg&, DA) = 0 f= 1,2, 

则 随机 变量 序列 旦 15 征 23， 必 。 ;服从 中 心 极限 定理 ， 即 有 


1 有 
np 揣 -一 路 dx) (5. 3. 3» 
~ Vno 

本 定理 的 证 明 超 过 我 们 所 学 范围 ,在 此 从 赂 . 

ZX -一 a- 
此 和 定理 说 明 2Z.= 一 的 极限 分 布 是 标准 正 态 分 布 ， 


因此 当 坟 很 大 时 ,可 认为 Z, 近似 服从 NC0,1) 分 布 ,从 而 
> 一 /下 BF。 + np 
近似 服从 NCnzvno5 ,而 随机 变量 序列 区 ,XXX 前 项 的 

算术 平均 ,一 十 了 >;X; 近似 服从 | 全) 分 布 ， 


如 果 从 1， 式 2 是 开 个 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 
EC = RD(UX) = m0, 二 1,2,… yn; 则 当 二 充分 大 时， 由 定理 
。 174 。 
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5. 3. 1 可 得 概率 计算 的 近似 公式 


Pln< Px<m) Pl < | 
Ts 一 A TO— Rg 
Ar 所 ye -ol (9. 3. 二) 


例 $. 3. 1 设 有 30 个 电子 元 件 Ds Dr" ,D3 的 寿命 (单位 ; 
小 时 ) 分 别 为 X;,X2,…,Xw6， 且 X; 都 服从 参数 = 的 指数 分 布 


当 DD; 损坏 时 立即 使 用 Di 0 二 1,2,… ,35), 求 元 件 使 用 的 兽 时 数 
Y 在 300 至 450 小 时 之 间 的 概率 . 
解 苹 ; 的 概率 窗 度 为 


fz) i 5 XO0s 
i 
0， 工 鞍 必 . 


FlX.,) = ] 总， DX.) = 100, t 二 1 ;2 ;36. 
36 
因为 Y= > ,Xi ,已 (7) 一 360,D(7Y) 一 3600, 利 用 式 (5. 3. 4)， 
1 一 1] 
所 求 概 率 为 


360 YY 一 360 _- 450 一 360 
P{300 之 Yd450}=P 人 < i /I600 


二 ol 450 一 0 | — | 3 = 3 | 


一 看 (1， 一 DB 1) 
= J. 7?7745 
定理 $. 3.2( 棣 莫 佛 - 拉 普 拉 斯 中 心 棣 限定 理 ) 设 随机 变量 
Yn pn 二 1,2,…'; 则 对 任意 实数 x 有 
limP < <|= Bz) (5. 3. 5) 
证 设 羡 |; 环 2， ; 革 ,是 相互 独立 同 (0 一 1) 分 布 的 随机 变 
* 175* 
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其 序列 ,有 
E(XD) = p, DIOXD) = pl 一声 )， 荆 一 1,2， 
由 和 定 于 5. 3. 1 知 夸 ;着 ;，…, 现 ,，… 服 从 中 心 极 限定 瑾 ,有 


D>,X np 
lim PP i=1 < 一 Dlr 


nptl OO— p) 
由 二 项 分 布 的 可 加 性 知 , 式 中 之 ) X,=Y.~B(n,p), 上 式 可 改写 
为 


. Y.— np 
l | = 
se 开户 (1 — p) 


震 随 机 变量 了 一 睛 (ap)， 当 于 充分 大 时 ,由 式 (5, 3. 5) 可 得 概 
率 计 算 的 近似 公式 


一 Y,.— np m2 一 Hp 
vnpll—p) vnptl— p) 


a B mm 一 np |-al 1 一 ”生态 
vnpll— pp) npll— p) 
” 例 5.3.2 设 有 数量 很 大 的 一 批 产 品 ,其 次 品 率 为 0. 02, 从 中 
任 取 10000 件 , 求 次 品 数 不 超 过 221 件 的 概率 . 
解 设 Y 表示 任 取 10000 件 产品 中 的 次 品 教 , 则 了 一 
吾 (10000,0.02)， 有 ?Hp 一 200，n 记 (1 一 六 ) 一 196, 由 式 55. 3. 6 所 求 
概率 为 


Plo<Y <221) 一 吓 


(5. 3. 6) 


221 一 200 0 一 200 
196 | zl /196 
= 而 (1.5) 一 0 一 0.9332 
例 5.3.3 设 革 单位 有 200 台电 话机 ,每 台电 话机 大约 有 5% 
的 时 则 使 用 外 线 电 话 ， 若 每 台电 话机 是 否 使 用 外 线 是 相互 独立 
. 176 . 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint.com cn 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fineprint comen 


的 , 问 该 单位 总 机 至 少 需要 安装 多 少 条 外 线 , 才 能 以 90 多 以 上 的 
概率 保证 每 台电 话机 使 用 外 线 时 不 被 占线 . 

解 设 了 表示 200 台电 话机 中 同时 使 用 外 线 的 电话 机 总 数 ， 
则 了 一 BC(200,0,05). 这 里 x 二 200, 户 二 0.05, 算 得 np 二 10,np(1 一 
£)=9.5, 

设 外 线条 数 为 mr, 由 式 (5. 3. 6) 得 


二 YY ”一 - 
ee ol = 
~ oo — 0-0 | 
9 vd.D 


申 题 意 需 求 一 个 最 小 的 整数 ,使 
PIO 了 YA} 守 0.9 


即 
一 10 
中 天 |> 0.9 
M95) 
查 表 得 
$1. 30) = 0. 9032 
由 
了 一 10 
> 1. 30 
M95 
有 
m2 14 


故 知 至 少 有 14 条 外 线 , 就 能 以 90 多 以 上 的 概率 保证 每 台电 话机 
使 用 外 线 时 不 被 占线 ， 


* 工 7 了 7 了， 


人 局 


95.4 应 用 


蒙特 卡 罗 模 拟 


仿真 模拟 方法 是 新 兴 的 科研 方法 , 随 着 计算 机 的 日 益 普 及 , 计 
算 机 模拟 技术 日 蒋 成 熟 ,应 用 俘 加 广泛 .蒙特 卡 罗 模 拟 又 称 统计 
试验 法 ,是 计算 机 模拟 方法 的 重要 组 成 部 分 - 

下 面 ,我 们 介绍 一 个 用 蒙特 卡 罗 模 拟 法 求 圆 周 率 x 的 估计 值 
的 例子 ,以 期 同学 们 从 中 体会 蒙特 卡 罗 模 拟 的 思想 方法 . 

如 图 5. 4. 1, 考 碟 边 长 为 1 的 正方 形 , 以 坐标 愿 点 为 圆心 , 半 
径 为 1 作 图 ,在 正方 形 内 画 出 一 条 1/4 图 弧 . 设 二 维 随机 变量 
‘X,Y 了 ) 在 正方 形 内 服从 均匀 分 布 , 则 (X,Y 了 ) 募 在 四 分 之 一 图 内 的 
概率 为 


P{X:+ Yl1}=7 (5. 4. 1) 


图 5.4.1 
在 计算 机 上 产生 | 对 二 维 随 机 数 (入 ) 4 一] 2 Te 和 
天 是 (0,1) 上 均匀 分 布 夭 机 数 , 右 其 中 有 下 对 满足 
XA 十 站 1 {5. 4. 2) 
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这 个 工作 相当 于 在 计算 机 上 进行 模拟 :向 正方 形 内 进行 次 
投掷 , 且 丛 有 上 个 点 落 人 四 分 之 一 国内 ,可 视 作 次 独立 投 点 斌 
验 ,随机 点 落 信 四 分 之 一 圆 的 频率 为 和 ， 

根据 贝 努 里 大 数 定律 ,事件 发 生 的 频率 依 概率 收 合 于 事件 发 
生 的 概率 , 即 有 


limP{ -p<:)= 1 
因此 当 * 足够 大 时 ,可 用 全 必 为 于 的 估计 ,从 而 得 图 周 率 x 的 估计 


值 为 


本 (5. 4. 3) 


随 着 试验 次 数 增 大 ,所 得 居 计 的 精度 也 随 之 提高 . 
蒙特 卡 罗 模 拟 是 一 种 试验 近似 方法 ,上 例 中 用 的 方法 称 为 频 
率 法, 即 用 次 独立 试验 中 事件 4 出 现 的 频率 二 作为 事件 4 的 概 
率 p 的 估计 . 我 们 希望 能 以 较 少 的 试验 次 数 ( 即 较 低 的 费用 ; 较 短 
的 时 间 等 ), 得 到 较 高 的 估计 精确 度 .我 们 考虑 试验 次 数 ” 多 大 
时 ,对 给 定 的 置信 和 度 1 一 a(0<a<1) ,估计 精度 能 达到 :,; 亦 即 x 取 
多 大 时 有 
Pllp— pl < e) ~-P{|S -pl<s)> 1 -— a (5. 4. 4) 


记 n 次 独立 试验 中 有 妇 出 现 的 次 数 为 和, 则 和 ~~BBtn, 思 ) ,由 棣 
英 佛 - 拉 普 拉 斯 定理 知 
Pilp— pl = Pin(p— Th <n(p ee} 
3 中。 一 天 四 5 


pe 


3 
nptl — py vnpll—p) vnpll— pp) 
= 2 


TE 
nptl | 


必 
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2 a i a 
即 
ne a 
pre ee (5, 4. 5) 
查 得 满足 上 式 的 标准 正 态 分 布 移 上 侧 分 位 数 -s, 令 za- 一 me/ 
Vp (1 一 了) , 解 得 


n= Ps (5. 4. 6) 


式 (5.4. 的 表明 ,频率 法 的 咎 计 精 度 。 与 试验 次 数 n 的 平方 根 
成 反比 ,如 车 精度 :提高 10 倍 , 则 试验 次 数 ” 要 增 大 100 倍 . 

蒙特 卡 罗 模 拟 在 应 用 中 十 分 有 效 , 向 学 们 都 应 掌握 这 一 重要 
的 科研 手段 . 


习 题 五 


1. 进行 600 次 贝 努 里 试验 ,事件 4 在 每 次 试验 中 发 生 的 概率 
为 二 三 , 设 Y 表示 600 次 试验 中 事件 A 发 生 的 总 次 数 ,利用 切 
比 雪 夫 不 等 式 估 计 概 率 忆 (216< 了 <264)}. 

2. 车 随机 变量 Xi ,X，…，,Xim 相 互 独立 且 都 服从 区 间 (0,6) 


上 的 均匀 分 布 - 设 了 一 2sX; ,利用 切 比 雪夫 不 等 式 估计 概率 
Pi260<Y < 340}, 

3. 利用 切 比 雪夫 大 数 定 律 证 明 泊 松 大 数 定 律 ; 设 苹 1, 蔷 1，*…， 
义 ,，…' 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 ,PiX, 一 1} 二 pp PiX, 一 0 一 
1— pt0<Ep 1 n=1,2,"…, 则 并 i 大 数 定 
律 ， 

4. 调整 200 台 仪 器 的 电压 ,假设 调整 电压 过 高 或 过 低 的 可 能 
性 各 为 0. 5. 试 求 调整 电压 过 高 的 仪器 台数 在 95 至 105 台 之 间 的 
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概率 ， 

5， 某 射手 每 次 射击 的 命中 率 为 p= 二 0.8, 今 射击 100 发 子弹 ， 
各 次 射击 互 不 影响 ; 求 命中 次 数 在 72 与 88 之 间 的 概率 . 

6, 设 某 个 系统 由 100 个 相互 狐 立 工作 的 部 件 组 成 ,每 个 部 件 
损坏 的 概率 均 为 0, 1. 必须 有 85 个 以 上 的 部 件 工作 才能 使 整个 系 
统 工 作 . 求 整个 系统 工作 的 概率 . 

7. 对 敌人 阵地 进行 100 次 炮击 ,每 次 炮击 时 炮弹 命中 颗 数 的 
数学 期 望 为 4, 方 差 为 2 25. 求 在 100 次 炮击 中 有 380 颗 到 420 颗 
炮弹 命中 目标 的 概率 ， 

8. 一 个 加 法 器 同时 收 到 20 个 噪声 电压 ,VVpos 设 它 
们 是 相互 独立 的 ， 且 都 在 区 间 人 0:10) 皇 服从 均 写 分 布 , 记 了 


一 >, , 求 概率 PIV >105}. 


9. 某 种 电器 元 件 的 寿命 (单位 :小 时 )T 服从 参数 为 55 的 指 
数 分 布 , 现 随机 抽取 16 件 , 设 它们 的 寿命 相互 独立 , 求 这 16 个 元 
件 的 寿命 总 和 大 于 1920 小 时 的 概率 . 

10. 某 个 系统 由 相互 独立 的 n 个 部 件 组 成 ,每 个 者 件 的 可 区 
性 ( 即 正常 工作 的 概率 ) 为 0. 9, 且 至 少 有 80 儿 的 部 件 正常 工作 , 才 


能 使 整个 系统 工作 . 问 # 至 少 为 多 大 ,才能 使 系统 的 可 靠 性 为 
95 多 . 
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第 六 章 ”数理 统计 的 基本 概念 


从 本 章 起 ,我 们 转 人 课程 的 第 二 部 分 一 一 数理 统计 学 . 数理 
统计 学 与 概率 论 是 两 个 有 密切 联系 的 姊妹 学 科 , 概 率 论 是 数理 统 
计 学 的 基础 ,而 数理 统计 学 可 以 说 是 概率 论 的 重要 应 用 . 

数理 统计 学 是 应 用 性 很 强 的 一 门 学 科 , 它 司 用 概率 论 和 数学 
的 方法 ,研究 如 何以 有 效 的 方式 收集 带 有 随机 误差 的 数据 ,并 在 设 
定 的 模型 之 下 ,对 这 种 数据 进行 科学 地 分 析 , 从 而 对 所 研究 的 问题 
作出 推断 : 

数理 统计 学 的 内 容 十 分 丰富 ,本 书 主要 介绍 统计 推断 方面 的 
基本 内 容 ， 


3 6.1 总 体 ,、 样 本 与 统计 量 


一 总体 


总 体 是 指 与 所 研究 的 问题 有 关 的 对 象 的 全 体 所 构成 的 集合 . 
组 成 总 体 的 每 个 基本 元 素 称 为 个 体 .比如 ,要 研究 某 大 学 学 生 的 
学 习 情 况 , 则 该 校 的 全 体 学 生 构 成 问题 的 总 体 - 每 一 个 学 生 则 是 
该 总 体 中 的 一 个 个 体 

通常 ,我 们 所 研究 的 问题 ,是 针对 个 体 的 某 一 指标 ,例如 , 当 我 
们 研究 学 生 的 学 习 成 绩 时 ,考察 的 是 相应 的 考分 ,而 不 去 关心 他 的 
身高 .体重 等 . 这 样 ,在 所 研究 的 问题 中 ,我 们 就 用 所 关注 的 那个 
指标 使 来 代 宸 相应 的 个 体 , 比 如 ,大 学 生 某 甲 成 绩 为 93 分 , 即 以 
“93” 这 个 数 来 代表 他 ;而 总 体 就 由 若干 这 样 的 数字 所 组 成 ， 

叉 比 如 ; 某 工厂 生产 电子 元 件 ;考察 该 产品 的 使 用 寿命 ,记录 
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下 每 个 电子 元 件 的 使 用 时 数 , 则 总 体 可 以 看 作 由 这 样 一 些 时 数 数 
字 所 组 成 . 

上 述 两 个 鲍 子 的 总 体 , 从 表面 形式 看 ,它们 都 是 一 些 数 字 的 集 
人 台 , 但 它们 是 有 着 本 质 区 别 的 . 总 体 中 所 有 个 体 的 取 值 是 按 一 定 
的 规律 分 布 着 的 ,这 两 个 总 体 中 的 数字 ,来 自 不 同 的 概率 分 布 . 由 
第 二 章 的 讨论 知道 ,电子 元 件 的 寿命 服从 指数 分 布 , 耐 学生 的 学 习 
成 绩 通 常 认为 是 服从 正 态 分 布 . 总 体 中 的 数字 来 自 一 定 的 概率 分 
布 * 这 是 总 悖 这 个 概念 的 核心 - 赋 有 一 定 慨 率 分 布 的 总 体 称 为 统 
计 总 体 , 这 个 概率 分 布 称 为 总 体 分 布 ， 当 总 体 分 布 为 指数 分 布 时 ， 
称 为 指数 分 布 总 体 ; 当 总 体 分 布 为 正 态 分 布 时 , 称 为 正 态 分 布 总 栖 
或 简称 正 态 总 体 ,等 等 . 两 个 总 体 , 即 使 其 所 含 个 体 的 具体 性 质 根 
本 不 同 , 只 要 有 同一 种 类 的 概率 分 布 , 则 在 数理 统计 学 上 就 视 为 是 
同类 总 体 . 例如 和 人 类 的 寿命 也 可 以 服从 指数 分 布 ,; 它 与 电子 元 件 
寿命 的 概率 分 布 一 样 , 则 可 以 用 完全 相同 的 统计 方法 处 理 二 者 的 
有 关 问 题 : 

忽略 掉 总 体 中 人 或 物 的 县 体内 容 ,总 体 的 概率 分 布 是 总 体 的 
核心 ,因此 ,进一步 将 总 体 看 成 具有 相应 的 概率 分 布 的 随机 变量 ， 
比如 义 , 称 作 总 体 半 ,该 随机 变量 的 概率 分 布 就 是 总 体 分 布 ， 有 的 
书籍 也 将 总 体 称 为 母体 - 


二 ,样本 


样本 是 按 一 定 的 规定 从 总 体 中 抽出 的 一 部 分 个 体 ， 这 里 的 
“ 按 一 定 的 规定 ”, 是 指 为 保证 总 体 中 的 每 一 个 个 体 有 同等 的 被 抽 
出 的 机 会 而 采取 的 一 些 措施 ， 取 得 样本 的 过 程 , 称 为 抽样 . 

由 于 我 们 所 关注 的 不 是 个 体 本 身 而 是 其 某 一 特征 指标 值 , 因 
而 所 得 样本 表 班 为 在 于 个 数据 zs， -对 一 个 具体 的 问题 
面 言 ,抽出 的 样本 就 是 一 些 具体 的 数据 同时 ,由 于 抽取 样本 是 随 
机 的 ,即使 在 相同 条 侍 下 重复 抽取 , 也 可 能 得 到 不 后 的 数据 ， 因 
此 ,在 理论 上 ,样本 是 一 组 随机 变量 , 记 为 站 1， 诡 ， 其 中 

" 和 3。 
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称 为 样本 容量 或 样本 大 小 、 样 本 量 . 样本 XXX。 中 的 每 一 
个 ,也 称 为 样本 . 有 时 ,为 区 别 计 , 把 样本 羡 ; ,XX;,…' ,XX, 的 全 体 
称 为 一 组 样本 ,而 把 X; 称 为 其 中 的 第 i 个 样本 . 

对 实施 抽样 后 得 到 的 具体 的 数据 xz:，… zw 称 为 样本 观测 
值 . 

样本 作为 随机 变量 ,有 相应 的 概率 分 布 .比如 ,设想 样本 是 一 
修一 个 地 抽出 来 ,第 一 次 抽取 时 ,是 从 整个 总 体 中 抽 一 个 ,因而 XX 
的 分 布 与 总 体 分 布 相同 ， 如 果 抽 样 是 有 放 回 ?地 抽取 , 则 和 ，…， 
XX 的 分 布 都 与 总 体 分 布 相同 . 如果 抽 样 是 “无 放 回 ?地 抽取 ,到 第 
二 次 抽 时 ,总 体 中 已 少 了 一 个 个 体 ,其 分 布 有 了 变化 ,因此 X; 的 
分 布 与 XX 的 分 布 上 咯 有 差别 . 但 是 ,如 果 总 体 中 包 合 的 个 体 很 多 ， 
足以 使 抽 掉 一 个 或 个 个 体 对 总 体 的 分 布 影 响 家 小 或 几乎 没有 影 
响 . 这 时 ,也 可 认为 区 1 其 2 具有 相同 的 分 布 ;其 公共 分 布 即 
总 体 分 布 . 同时 ,通常 还 要 求 抽样 能 保证 抽取 的 个 个 体 的 观测 
结果 相互 之 间 是 互 不 影响 的 ， iD. SFP, OTM. 是 相互 独立 的 随机 
变量 - 这 样 , 我 们 得 到 的 样本 XX ,X。，,…, 关 ,是 一 组 相互 独立 并 且 
具有 与 总 体 分 布 相同 的 分 布 的 随机 变量 . 这 是 在 应 用 上 最 常 见 ， 
也 是 理论 上 研究 得 最 深入 的 一 种 情形 .在 数理 统计 学 中 ; 称 与 总 
体 分 布 相同 自 相 互 独立 的 样本 是 从 总 体 中 抽出 的 简单 随机 样本 . 
以 后 如 无 特别 说 明 ,本 书 提 到 的 样本 ,者 是 仿 单 随机 样本 . 


三 、 统 计量 
完全 由 样本 决定 的 量 ,叫做 统计 量 . 或 者 说 ,不 含有 其 他 来 知 


量 的 样本 的 国 灶 有 (有 9 天 ;让 小 称 为 统计 量 
例如 , 设 久 ;XX，… ,XX 是 来 自 正 态 总 体 和 NC,05) 的 样本 ;XX 


一 二 >X; 是 统计 量 ,而 二 CX, 一 1)? 当 / 为 一 个 已 和 数 时 是 
统计 量 , 当 /为 来 知 参数 时 就 不 是 统计 量 


统计 量 可 以 看 作 是 对 样本 的 一 种 加 工 , 它 把 样本 中 所 包含 的 
* 184， 
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关于 总 体 的 某 一 方面 的 信息 集中 起 来 - 
最 常用 的 统计 量 是 料 本 均值 X 和 样本 方差 5S, 它们 的 定义 起 
分 别 为 
X 一 二 > SC 一 疫 ): 


是 样本 的 算术 平均 它 与 总 体 区 全 有 密切 的 关系 ;S: 是 样本 
X1 ,XX，，…, 久 , 的 散布 程度 的 一 个 合理 的 刻 划 , 它 与 总 体 方差 有 密 
切 的 关系 .S 称 为 样本 标准 差 ， 

还 有 一 类 重要 的 统计 量 叫 伺 样 本 和 矩 ,分 为 样本 原点 矩 和 样本 
中 心 答 . 其 中 


称 为 样本 夺 阶 原点 和 矩 ， 显然 Al 二 六. 


称 为 料 本 天 阶 中 心 答 

当 有 样本 观测 值 Tle 时 ， 对 应 地 代 人 人 上述 符 式 ， 得 到 
Re fg 如 车 ya4rm4 等 等 . 

在 第 四 章 中 ,我 们 定义 过 随机 变量 六 的 并 阶 原点 宅 办 和 二 阶 
中 心 第 &， 此 处 定义 的 4A,Mi 可 与 相应 的 总 体 矩 相对 照 . 

特别 值得 注意 的 是 样本 二 阶 中 心 答 1 好:, 它 与 样本 方差 3 只 
相差 一 个 实数 因子 :Ms 一 和 S? 

最 常用 的 样本 矩 是 一 阶 和 二 阶 的 ,三 阶 `. 四 阶 世 有 些 应 用 ,四 
阶 以 上 的 则 用 得 很 少 . 


其 他 有 用 的 统计 号 还 有 很 多 ,它们 都 是 在 解决 种 种 统计 推断 
问题 时 构造 的 ,以 后 我 们 缮 合 相 应 的 问题 来 介绍 ， 


3 6.2 几 个 常用 的 分 布 和 抽样 分 布 


统计 量 作 为 样本 的 不 含 未 知 量 的 函数 ,也 是 一 个 随机 变量 ; 当 
“185 。 
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总 体 分布 确 定时 ,统计 时 的 分 布 也 是 确定 的 - 统计 量 的 分 布 称 为 
抽样 分 布 . 抽样 分 布 在 数理 统计 的 诸多 方法 及 其 应 用 中 都 有 十 分 
重要 的 作用 ,有 些 方法 的 核心 内 容 就 是 构造 一 个 恰当 的 统计 重 并 
确定 其 抽样 分 布 一般 说 来 ,要 求 出 一 个 统计 景 的 精确 分 布 是 较 
为 困难 的 ,不 过 对 于 最 重要 的 正 态 总 体 的 几 个 常用 统计 景 的 抽样 
分 布 .已 取得 较为 完整 的 结果 ,在 介绍 这 些 结果 之 前 , 先 给 出 数理 
统计 学 中 三 个 常用 的 重要 分 布 . 


一 、 三 个 重要 分 布 


1 站 分布 
定义 6.2.1 设 随机 变量 的 概率 密度 范 数 为 


1 TE > 
ee 2, 0; 
fx) = 2T | 三 | | | 
0D, 工 去 - 昌 ， 
则 称 X 服从 自 册 度 为 站 的 X 分 布 , 记 为 六 一 完 人 nm). 
定理 6.2.1 设 = 个 相互 独立 并 且 都 服从 正 态 w40,1) 分 布 
的 随机 变量 革 , 芋 证 


= Dx 《6. 2. 1) 


则 随机 变量 尖 服 从 自由 度 为 n 的 x 分 布 . 

定理 6.2.1 中 ,自由 度 即 (6. 2.1) 式 右 端 所 包含 的 独立 变量 的 
个 数 . 

这 个 定理 可 利用 随机 变量 的 函数 的 分 布 并 对 自由 度 * 运用 数 
学 归纳 法 得 到 证明, 在 此 从 略 . 

不 同 自由 度 的 2 分 布 的 概率 密度 曲线 图 形 如 图 6.2. 1 所 示 . 

设 入 一 戎 (对 于 满足 下 列 等 式 


PX > Xln)} = | 产 Codz = 
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图 6.2. 1 
的 数 Xn), 称 为 六 (na) 分 布 的 上 儒 临 界 值 或 上 侧 分 位 数 , 这 里 0 
xl ,机 图 0 2 2 


for) 


图 6.2.2 
给 定 关 及 af0<a<1) 和 由 附 表 3 可 查 得 所)， 例 如 
好 sss(18) 一 6. 265, X00t5) 一 12. 833 
YX 分布 具有 以 下 重要 性 质 : 
性 质 1 设 六 ~(n), 则 有 
EFEX) =n, DOO) = 2n 
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证 E(X) = El 人 > 于 一 DECXD) = DD(X) = 
i 1 f= 1 i 二 1 
Dx) 一 人 > 站 (和 和 = > {ECXE) 一 [EX 和) 
一 】 r 


十 1 | 一 4 | 
Ee Xie~zdQdr—-1 
1 I 


= a ~— 2n 


性 质 2 设 六 rr， 相互 独立 上 且 了 一 刀 (am 7 一 既 (Cnz)， 则 有 
YY ~ {na 十 12) 

这 个 性 压 驶 直接 证 明 可 利用 相互 独立 随机 变量 之 和 的 概率 闫 
度 人 公式 得 到 . 事实 上 ;直观 地 从 式 (6.2,1) 出 发 ,了 十 Y; 可 以 表示 
成 ni 十 m2) 个 标准 正 态 变 量 的 平方 和 好 可 解释 此 结论 . 性 质 2 说 
明光 分 布 具有 可 可 性 , 它 还 可 以 推广 到 任意 有 限 个 相互 独立 且 服 
从 1 分 布 的 随机 变量 之 和 的 情况 . 

性 质 3 当 n 足够 大 时 ,有 

Xn) 2 n+ He /Zn 

式 中 ,ws 是 标准 正 态 分 布 的 上 侧 分 位 数 , 即 w。 是 满足 等 式 下 (ae) 
一 一 & 的 数 . 


事实 上 ,由 独立 间 分 布 中 心 极限 定理 ,X= DX Xe Cn) , 当 


n 足够 大 时 ,入 近似 服从 和 NC(n,2n), 即 得 性 质 3. 
当 2>>45 时 ,在 附 表 3 中 查 不 到 入 (aa 的 值 , 这 时 可 由 人 性质 3 


证 近似 计算 . 

2.t 分 布 

定义 5.2.2 设 随机 变量 了 的 概率 密度 讽 数 为 
| ,tl 

2 -| = 一 59 所 区 二 十 co 
VanaT| | 

2 
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则 称 了 有 最 只 自由 韶 为 关 有 的 上 分 布 , 记 为 了 一 艾叶] 
定理 6.2.2 设 随机 变量 和 ,7 相 瑟 独立 ,~ 和 N(0,1) ~ 


让), 记 
XX 
MY/n 
则 随机 变量 了 服从 自由 度 为 # 的 + 分 布 . 


证 明 从 略 .i 分布 的 概率 密度 曲线 的 图 形 如 图 6. 2. 3 所 示 . 


图 6.2.3 
设 工 一 :00) ,0 之 a 之 1 ;对 于 满 昨 下 列 等 式 


站 
Pi > itn)} = | | /rex)dr 一 区 


的 数 ztn) , 称 为 ttn) 分 布 的 上 侧 分 位 数 , 见 图 6. 2. 4， 


给 定 ” 及 al0<a<<1), 由 附 表 可 查 得 fot). 机 如 ;#0 0s (10) 
一 2. 2281. 


可 以 证 明 , 若 了 一 :on , 则 对 任意 实数 zx, 有 
jim fr( 工 ) 一 全 二 ) 一 ee 


世 名 


因此 :, 当 2 足够 大 时 ,了 近似 服从 六 0, 1 分布 .于 是 对 较 太 的 ?= 
ta>45)， 可 以 标准 正 态 分 布 的 上 傅 分 位 数 x 作为 :Cn) 分 布 的 上 
情 分 位 数 ， 即 fn) 
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图 .2,4 


3. 下 分 布 

定义 6.2.3 设 随 机 变量 下 的 概率 密度 函数 为 

Tt) ， 如 
Hey 二 ] 隋 呈 本 A > 0 
2 2 
0， 工 妇 、 由， 

则 称 尺 服从 第 一 自由 庶 为 由 ,第 二 自由 度 为 ma 的 下 分 布 ; 记 为 F 
一 下 【天 1 天 3 

定理 6.2.3 设 随 机 变量 车 ,了 相互 独立 ,天 一 和 好 (7 7 一 
XR 记 


则 随机 变量 下 服从 第 一 自由 度 为 让 ,第 二 自由 度 为 ma 的 三 分 布 . 
证 明 从 路 ,下 分布 的 概率 布 度 曲 线 的 图 形 如 图 6. 2. 5 所 示 ， 
设 F~FOnn2) ,0 之 a 之 1 对 于 满足 下 列 等 式 


P{F 和 中 1 zy} =| /rr(T) dr 一 妆 


PF tH rm 
的 数 Ftn ynz); 称 为 ini;nn;}) 分 布 的 上 柚 分 位 数 ,; 风 图 6. 2. 6. 


纵 定 上 ,nz 及 CO0<a<1) ,可 由 附 玫 5 查 得 Fln sn2). 例如 ， 
Fo nest8 6) 5. 总- 
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图 .2.5 


fr) 


6 TC 
图 6.2.6 
附 表 5 仅 给 出 了 a 较 小 (0. 10,0, 05,0.025,0.01,0.005) 时 的 
上 侧 分 位 数值 ,对 于 a 较 大 (接近 1) 的 (n,nz) 值 ,可 利用 以 下 性 


质 计算 . 
车 下 一 Fuaymz), 由 定理 6.2.3 易 知 ,去 一 玉 Cayzm)、 由 此 性 
质 ,者 
PIF> Fmn))} =1— a 
则 
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1 -ee 一 局 六 二 产 一 人 | 一 1 一 PP 去 > 


1 
下 1 ] el? 17t 2 Falnl 好 2 | 
所 以 


Je | 1. 
和 F a 
从 而 
a 了 
eb ee) FCnzsn) 
We 接近 1 的 .tn ,ns) 的 值 例如 ,ss(C12,9) 


1 
Fo ost9, 12) 2. 2 


X 分布 .t 分 布 和 下 分 布 常常 被 人 人们 称 为 数理 统计 学 中 的 三 


二 0, 3571 


大 统计 分 布 
二 、 抽 样 分 布 定理 
下 面 介 绍 正 态 总 体 的 常用 统计 量 的 分 布 . 


定理 6.2.4 设 工 , 工 是 正 态 总 体 wao2) 的 样本 ， 
有 下,$: 分 别 是 样本 均值 和 样本 方差 , 则 有 

(C1) 与 S: 相互 独 立 ; 

CR~N| Ks 一 |， 


(nC—1) 
他 人 


(3) a 


(4) = 
Si 


2 
FP 


本 定理 (1)、(3) 的 证 明 超 出 本 书 范 围 . 利用 (1 422 43) 及 是 
理 6. 2.2 不 难得 到 (4). 下 面 证 明 (2) 1 

关 作为 正 访 变量 商 1 全 San ds 的 线性 组 全 :仍然 服从 正 态 分 
布 , 而 
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DCUX) 一 D{ 1 3x,)= . 1 Dp) = .> 0 
于 是 得 到 (2). 

定理 0. 2.5 放 下 | ;和 eS 省。 和 了 了 .分别 是 来 自 正 
态 总 体 闪 (0 和 六 ( 占 :03 的 样本 ,并 且 它 们 相互 独立 ,于 .Si 及 
7Y .$2 分 别 是 这 两 组 样本 的 样本 均值 和 样本 方差 , 则 有 


“2 3 
(DF ~ hm ll) 
(2) 当 gi=03 = 时 
A 7 
Ra 
nl Ha 
1751 (ns— Dos 
其 中 5。 一 入 | 十 术 s 一 和 


本 定理 t1) 由 定理 6.2.4 的 (3) 及 关于 分布 的 定理 6.2.3 
很 容易 得 到 .下面 证 明 (2): 
当 四 一 于 一 和 时 ,有 一 NGC 一 Ad 关上 县 和 与 了 相 


互 独立 ; 鼓 
x 
所 以 
UD Doo) Noo.) 


又 由 定理 6. 2. 4(3)， 有 "3 Sn —1), 
于 是 
r= 二 [Cm — DS 十 《az — DME ~ Yn nn 2) 


由 关于 tt 分布 的 定理 $6.2.2, 有 


et 
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了 一 IE 十 ns 一 2) 
YA 十 ms 一 二) 
即 得 到 (2). 


96.3 应 用 


一 \ 顺 序 统计 量 及 其 应 用 


顺序 统计 量 是 数理 统计 学 中 具有 让 寅 的 理论 和 广泛 的 应 用 的 
一 类 统计 量 ， 设 总 体 艺 的 分 布 隔 数 为 (zr) ,概率 密度 为 f(z). 
党 ;; 半 s，***， 叉 , 是 来 上 日 总 体 蔷 的 样本 ,将 其 按 大 小 排列 为 

有 加 安居 人 委 …… 雪 其 0 

称 民 ,为 顺序 统计 重 . 这 里 对 随机 总 重 按 大 小 排列 ， 
是 这 样 定 区 的 ; 设 上 1 汪 29or 和 的 实际 观测 值 为 Tl" rn? 将 
其 按 太 小 排列 为 zo) 夺 zw 和 下 三; 则 统计 量 苹 ww 的 观测 值 为 
1 

可 以 求 出 顺序 统计 量 Xe 的 概率 密度 为 

站 | kl nl 四 一 点 
f(r) 一 es pe 7 TILE [1 一 F(x) J] “f(x) 


一 芒 w: 反 上 映 了 样本 观测 值 航 波动 幅度 , 它 同 样本 方差 一 样 是 描述 
样本 散布 程度 的 数量 指标 ,而 且 计 算 方 便 . 此 外 ,还 有 十 分 常用 的 


样本 中 位 数 MM: 
各 [于 1 ， 当 nn 为 奇数 ， 
-as 十 六 (#+41) ]， 当 + 为 偶数 . 
样本 中 位 数 有 类 似 于 样本 均值 的 作用 . 


由 寿 序 统计 量 出 发 定义 的 统计 量 ,计算 简便 是 其 一 个 特点 . 
更 为 重要 的 是 ,在 有 些 场 合 ,这 些 统计 量 显 示 出 特有 的 优良 性 质 
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例如 ,观测 数据 中 的 革 些 数据 由 于 种 种 原因 或 者 不 可 靠 , 或 者 丑 
失 , 等 等 ， 览 时 ,一 些 通常 使 用 的 统计 量 如 到 .5 将 产生 较 大 偏 
差 ,而 基于 一 部 分 顺序 统计 量 的 方法 仍然 保持 有 效 . 如 设 ” 一 10， 
即使 不 知道 有 小 和 六 110 ;也 不 妨碍 样本 中 位 数 的 计算 " 

在 寿命 试验 中 经 常 遇 到 的 截 尾 数据 ,也 要 使 用 顺序 统计 量 进 
行 分 析 . 设想 将 ”个 元 件 同 时 作 考 命 试 验 , 一 般 稍 有 少数 的 几 个 ， 
其 寿命 特别 长 ,如 果 要 等 到 这 +» 个 元 件 都 用 坏 , 时 间 就 会 过 长 ,这 
时 通 季 是 根据 一 定 的 准则 或 定时 或 定数 进行 截 尾 处 理 , 这 样 得 到 
的 数据 只 是 烟 序 统计 量 前 面 若干 个 的 观测 使 ， 

有 进 试 验 观 测 仪 器 只 能 记录 下 反应 强度 达到 一 定 因 限 以 上 的 
数据 (这 是 有 广泛 应 用 背景 的 情形 ), 此 时 得 到 的 只 是 顺序 统计 量 
后 面 若 干 个 的 观测 使 . 

看 过 电视 歌手 大 奖 赛 的 观众 一 定 还 记得 每 个 歌手 的 得 分 去 掩 
一 个 最 高 分 .去 掉 一 个 最 低 分 ,这 里 使 用 的 是 顺序 统计 量 中 间 (一 
2 个 观测 值 - 

顺序 统计 量 中 和 和 天 四 在 应 用 上 具有 突出 重要 的 地 位 ,这 
是 下 面 将 要 介绍 的 内 容 . 


二 .被 值 的 分 布 及 其 应 用 


极 大 值 症 积极 小 值 xD 统称 为 板 值 . 在 理论 上 , 根 值 理论 
曾 引 起 不 少 统计 学 家 的 关注 ,一 些 知名 的 大 学 者 都 对 此 作出 过 页 
献 . 在 应 用 上 ,一 些 灾害 性 的 自然 现象 ,如 地 风 , 洪 水 之 类 ,都 涉及 
到 极 值 问题 - 在 对 材料 进行 疲劳 试验 时 , 极 值 模型 是 其 自然 面 且 
合理 的 描述 ,这 在 一 些 大 型 工程 设计 中 可 找到 它 的 应 用 背景 . 
国 为 其 几 一 FnRaXT 和 证 g 人 人 站 一 it 下 3 
不 难得 到 它们 的 分 布 男 数 和 概率 密度 
人 
—PIX!l SETIPlA, |} 
=—[F(x) J 
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下 人 =PIAXET =1— PlXo, > 7 
一 ] 一 天 人 | > TA: 
一 1 一 [1 一 下 (zz) 
于 是 ,可 得 到 半 w 和 区 的 概率 密度 
f(T) = 天 [天 (LA 
fr) = nl — FOYT Fr) 


例如 , 设 电子 元 件 的 寿命 时 数 X 服从 参数 为 555 的 指数 分 布 ， 


现任 取 5 个 元 件 进行 寿命 试验 , 则 总 体 X 的 概率 密度 和 分 布 本 表 
为 
] _z 
fr) -可 一 
0 所 人 0 
1—e Wm zxz<0 
0 让 0 
我 们 来 计算 在 600 小 时 之 前 没有 元 件 失 效 的 概率 加 和 没有 一 个 
元 件 的 寿命 超过 2000 小 时 的 概率 p:， 记 5 个 元 件 的 使 用 寿命 为 
和 1 有 
Xo 一 min{X 2 nax {六 人 


F(xr) = | 


则 有 
pi 一 局 人 600}) = 1 — F,(600) 
一 [L1 一 《一 e300) J = eo= 2.4788 X10 
ps —=P{K E2000} = F.(2000) 
=(] 一 e 六 ;== (一 er 
一 0. 9117 
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(2) De 一 xi — 4) = Dy — na 

2. 由 下 列 样本 值 计算 样本 平均 值 和 样本 方差， 

C1)54.67;68.78,70. 66,67, 70,65. 69} 

(2)100. 3,99.7,102,.2,99.3,100.7,100. 5,103. 1,10]. 5. 

3. 某 射 手 进 行 独立 .重复 的 射击 , 击 中 靶子 的 环 数 及 相应 的 
次 数 如 下 : 


求 一 次 中 丢 的 平均 环 数 及 环 数 的 标准 差 . 

4 设 总 体 革 一 入 (2,4), 叉 ,六 ,Xs 为 其 样本 . 

(1) 求 样本 平均 值 羡 大 于 13 的 概率 ; 

《2) 求 样本 平均 值 与 总 体 均值 之 差 的 笔 对 值 大 于 1 的 概率 . 

对 设 总 体 闵 在 区间 [一 2， 3 上 土 服 从 均 急 分 布 #3] 全 3 
为 其 样本 ,、% 为 样本 平均 信 , 求 EC(Z) 及 D(X). 

6， 设 总 体 卫 一 和 NC20,3) ,分 别 取样 本 容量 二 10 及 ns 一 15 
的 两 个 样本 ,和 及 XX 分 别 为 两 个 样本 的 平均 值 , 求 忆 {1X 一 多 ,| 
>0. 3}). 

7. 设 总 体 站 一 入 (00,0.33) ,Xl; 尖 ,， ;Cw 为 其 样本 , 求 
P| > xz>1 44】， 


i=1 
吕 ， 设 总 体 XN 样本 5 为 其 方 
“a 
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差 , 求 P10, 40 寺 S292). 

9. 设 总 体 碟 一 好 Cn ,XXX 为 其 样本 , 求 样 本 平均 值 
及 的 数学 期 望 和 方差 . 

10. 设 随 机 变量 和 ,7 相互 独立 , 且 都 服从 六 (0, 1 分 布 , 回 


服从 什么 分 布 ? 

11. 设 兽 体 总 一 Na 和 定 ,XI 为 其 样本 , 记 闷 
1 < 1 ~ 

= ZX ;二 人 一 入) 求证 : 


Xl 及 所 
， 中 7 十 ] 
12. 设 总 体 买 ,Y 相互 独立 ;XX 一 NN (jn 0) YN uo) + 4 
5 和 sn ,和 YY ey = ,了 ,分 别 为 其 样本 ,证 朋 ? 


这 .和 
:YY 


~ tnx— 1) 


mL 
ns > {XxX, 本 J 
t=—1 


er Fin ,7 


"7 
Li | 和 Cr; es Ho ) 


jl 
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第 七 章 ”参数 估计 


参数 居 计 是 统计 推断 的 基本 问题 之 一 . 设 有 一 个 统计 总 体 
;在 其 分 布 类 型 确定 之 后 ,比如 泊 松 分 布 总 体 了 (4) ,或 正 态 分 布 
总 体 和 NCp, 中 ) ,等 等 ,其 分 布 中 含有 一 个 或 几 个 参数 . 当 这 些 参 数 
未 知 时 ,借助 于 总 体 的 样本 对 这 些 未 知 参数 作出 怕 计 ,这 就 是 所 谓 
的 参数 估计 问题 . 参数 估计 分 为 参数 的 点 估计 和 和 参数 的 区 则 估计 
两 类 . 


Y《7.1 参数 的 点 估计 


参数 点 个 计 辐 题 的 一 般 提 法 是 : 设 总 悼 分 布 国 数 为 下 (名 ， 
0,, “i gt) ,其 分 布 类 型 已 确定 ,六 ,由 ， 四 是 未 知 和 参数 " X11: 
…,X 是 总 体 的 样本 ,对 每 一 个 未 知 参 数 色 全 二 1,2,…,m), 构 
造 一 个 适当 的 统计 量 外 二 (Xe ,作为 对 参数 妈 的 售 
计 . 当然 ,实际 问题 中 有 时 只 要 求 信 计 抽 , 络 ,… 中 的 一 部 分 ， 
或 是 眉 计 它们 的 某 个 已 知 函 数 呈 (外 ,名 我 们 称 久 CX， 
Xe 为 参数 上 六 的 估计 量 . 每 当 有 基体 的 样本 值 zyza，…， 
zu 时 ,算出 一 个 数值 Czx1 ;zs，… ,zx,) ;用 来 作为 名 的 估计 值 .由 
于 未 知 参 数 & 是 数 轴 上 的 一 个 点 ,用 点 外 去 估计 如, 因而 这 样 的 
估计 称 为 点 估计 

下 面 分 绍 两 种 常用 的 参数 点 怕 讨 方法 . 


一 ` 瞪 估计 法 


矩 估 计 法 是 英国 统计 学 家 - 皮尔 避 在 19 世纪 来 给 出 的 ， 
这 个 方法 的 思想 距 简 单 又 直观 ,以 样本 矩 必 为 相应 的 总 体 抢 的 怖 
9 
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计 : 以 样本 和 失 的 蚁 数 作 为 相应 的 总 剧 矩 的 同 -: 曙 数 的 估计 - 

设 总 剧 的 概率 密度 为 Fr 四,… 6 或 分 布 律 为 p(x; 全 ， 
B03; 则 它 的 给 i 原点 短 、 中 心 短 ) 依 束 于 参数 B13 Bas "soe 
以 原点 矩 为 例 尖 阶 原 点 矩 六 为 


” = | ercri 0s dr A 0, ,0,, 0) 
(或 Y= Ziplris0 ,Oa On) ) 
构造 方程 : 
7 (2 .0.0 ) 一 4 一 3 


取 上 一 1 ;2，… 913 就 得 到 方程 组 : 

人 一 R= ] ,27 《7. 1. 了 1 
这 里 ,方程 组 (7. 1.1) 也 可 以 通过 二 阶 中 心 矩 (中 , 克 加) 或 者 
一 部 分 原点 矩 、 一 部 分 中 心 矩 构 遗 ， 

将 方程 组 47. 1.17 等 号 右 奖 的 A 看 作 一 个 已 知 数 ; 解 此 方程 
组 ,得 其 解 庆 一 让 (Xi 和 天 一 1 2 就 以 后 作为 后 
的 估计 如果 要 村 计 的 是 名 ,Bo 的 图 数 在 人 网 ;出 
用 gC0, ,也 9 站) 人 EC ;2 去 估计 它 这 样 确定 的 全 
计量 叫做 短 居 计量 ,相应 的 估计 值 叫 做 蝶 居 计 值 . 通常 在 不 致 混 
滑 的 情况 下 并 不 作 严 格 区 分 ,统称 为 矩 居 计 

显然 ,运用 算 居 计 法 的 前 提 条 件 是 总 体 相应 的 各 阶 短 要 存在 ， 
否则 无 法 利用 和 矩 信 计 法 . 

例 7.1.1 设 总 体 的 数学 期 望 和 方差 均 存 在 ,分别 记 为 & 和 
0 :但 其 值 均 未 知 , 求 上 和 = 的 矩 仿 计 . 

解 产 即 为 总 体 一 阶 原点 矩 ,z 为 总 体 的 二 阶 中 心 矩 . 按 挎 
估计 思想 ,用 样本 一 阶 原点 答 即 样本 均值 疼 估计 心肝 样本 二 阶 
中 心 矩 Ms 估计 oo， 即 pp 和 of 的 矩 怖 计 分 别 是 对 和 M; 

不 过 ,一 般 信 计 总 体 方差 常用 样本 方差 8” 而 不 用 Waz: 即 对 和 撼 


估计 M; 乘 上 了 一 个 修正 系数 ;一 -这 种 修正 的 理由 将 在 下 一 节 
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说 明 . 
如 果 要 估计 的 是 标准 差 o, 则 由 一 史 , 按 邱 估计 法 ,可 以 用 


WA 去 估计 ,或 者 修正 为 样本 标准 差 5. 

例 7. 1.2 设 泊 松 分 布 总 体 也 () 的 参数 4 未知, 并， 革 ,,，…， 
X, 是 其 样本 , 求 的 矩 估计 

解 ” 泊 松 分 布 的 数学 期 望 是 1, 按 惩 估计 法 ,得 1 的 矩 估 计 为 
用 一 大 

此 外 , 泊 松 分 布 的 方差 也 是 i, 为 何不 用 样本 二 阶 中 心 矩 M， 
或 样本 方差 5: 估计 4 呢 ? 一 般 地 ,在 没有 明显 的 优 劣 差别 的 情况 
下 ,能 用 低 阶 和 矩 就 不 用 高 阶 矩 ,这 是 实际 应 用 中 的 一 个 处 理 方式 . 

例 7.1.3 设 X,,X,,…,X, 是 来 自在 区 间 [a,6] 上 均匀 分 布 
的 总 体 的 样本 ,a. 未 知 , 求 a 和 5 的 矩 估 计 

解 、 区 间 [a,5] 上 的 均 名 分 布 总 体 的 数学 期 望 为 < , 方 莽 为 


(Bb—a)’ 
一 < 今 


dd 十 上 8 
2 


oa 
上 2 


解 此 方程 组 ,得 出 a 和 4& 的 矩 司 计 分 别 是 


2 二 NaM,, =X+ N33M, 

也 可 以 收 正 为 4 二 下 一 V3S,6= 久 十 v35. 

二 , 极 大 似 然 估计 法 

由 英国 统计 学 家 R. A， 瘟 欣 给 出 的 极 大 似 然 佑 计 法 , 无论 在 
理论 上 还 是 在 应 用 上 ,至 今 仍 是 一 种 重要 而 普遍 适 用 的 参数 估计 
法 . 

极 大 似 然 估 计 法 的 基本 思想 就 是 按照 最 大 可 能 性 的 准则 进行 

+ 201* 
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推断 ,下 面 先 通过 一 个 简单 的 例子 来 说 明 这 种 思想 . 

例 7.1.4 有 三 个 外 形 完全 相同 的 盒子 ;分 别 装 有 总 数 相同 
的 许多 小 球 ,已 知 : 甲 盒子 中 黑 球 . 白 球 数目 之 比 是 2 : 8; 乙 盒子 
中 黑 球 、 白 球 数目 之 比 是 5: 5; 丙 盒子 中 黑 球 ,、 白 球 数目 之 比 是 9 
: 1. 现 不 知 从 哪 一 个 盒子 中 随机 取出 一 只 小 球 ,发 现 是 黑 球 ,请 
估计 这 只 小 球 来 自 哪 一 个 盒子 ? 

显然 ,尽管 这 只 小 球 也 可 能 来 自 甲 盒 或 乙 盒 , 但 它 来 自 两 盒 的 
可 能 性 最 大 ,人 们 通常 估计 它 来 自 丙 盒子 . 

我 们 来 建立 这 个 问题 的 概率 模型 ,并 重 温 其 最 大 可 能 性 的 思 
想 . 假定 从 三 个 盒子 中 的 任意 一 个 盒子 中 取出 一 只 小 球 , 令 
0 ”车 该 球 为 白 球 ， 
1 港 该 球 为 黑 球 . 
记 Pp 二 P{Xi==1}), 则 Xi 是 来 自 总 体 概率 分 布 律 为 

了 总 1 
Pr 上 上 一声 pp 

的 样本 . 其 中 , 为 未 知 参数 , 它 的 可 能 取 值 是 0.2,0.5,0.9. 小 
球 取出 后 , 设 XX 的 值 为 x1, 这 是 X, 的 样本 观测 值 ， 这 样 ,该 问题 
化 为 根据 样本 什 zi 对 未 知 参数 请 进行 估计 .显然 ,对 不 同 的 所 
但 ,已 { 区 1 一 羡 1 的 值 也 就 不 同 “ 

根据 上 述 最 大 可 能 性 的 思想 ,就 是 找 出 使 PiX;= 二 x1} 取 最 类 
值 的 p 值 作为 未 知 参数 的 估计 但 . 将 样本 X; 取 到 样本 值 x 
(本 题 只 为 0 或 1) 的 概率 计算 如 下 : 


时 


因此 , 当 样 本 但 zi 二 0 时 ,以 部 一 0,2 和 悄 计 卢 ; 当 样本 但 z==1 时 ， 
以 上 = 二 0.9 估计 也. 
= 过 局 之。 
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一 般 地 , 设 总 栖 分 布 形式 已 知 ,含有 一 个 或 几 个 未 知 参 数 页， 
Hs， sb 六 1 pe sn 是 来 目 该 总 体 的 样本 ,zz! 2 Tn 是 相 


应 的 样本 观测 值 , 相 当 于 说 事件 

{| 一 T= 二 = (7.1.2) 
已 经 发 生 . 我 们 把 已 经 发 生 的 事件 ,看 成 最 可 能 出 现 的 事件 , 即 认 
为 它 具 有 最 大 的 概率 . 


对 于 不 同 的 参数 值 ,8;:,… ,6 事件 (7. 1.2) 的 概率 值 也 不 相 
同 . 我 们 把 使 事件 (7. 1.2) 的 概率 值 为 最 大 者 的 参数 值 名 ,8 ,…， 
pu。 认为 是 总 体 的 未 知 参数 的 值 . 

对 于 离散 型 总 体 ,事件 (7. 1.2) 的 概率 为 


] [PH = x} = | [pst ,8,0) (7.1.3) 
Fa] Fu ] 


对 于 连续 型 总 性 ， 随机 样本 (XX 9 人 2 落 在 点 (Tis Te 
yn 的 边 长 依次 为 dx1sdxss ,dz 的 维 长 方形 邻 域内 的 概 


率 近 似 地 为 
上 [Fa ;0 ,如 :dz = Elez, ;0 hss whe 0.) | [dz， 
一 了 Er 1 f=) 


上 式 中 ,参数 值 9,，…,6, 变化 时 ,因子 TTdz, 不 随 之 改变 , 故 
我 们 只 需 考虑 
| [frst js > ,上 (CF, 1]. 4) 


我 们 将 (7. 1. 3)、(7. 1. 4) 统 称 为 参数 ,名 ,…,9, 的 似 然 丁 
数 ,; 记 为 LCTiyTey T0900 ). 
使 似 然 阿 数 了 (1 92 & 了 到 最 大 值 的 a ;0,， 
…s0'， 即 满足 条 件 
Lrisrer eg 人 六) 一 


a 区 L(x se TO 0 ; CT 了 5) 


外 人 mm 


的 记名， 称 为 让 ,到 的 极 大 似 然 估 计 值 . 统计 重头 = 
* 203* 
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1 和 为 参数 的 极 大 似 然 拓 计 是. 
当 似 然 函 数 工 关于 所 ,6,,…,85 存在 连续 的 仿 导 数 时 ,可 建立 
如 下 的 羽 然 方程 组 
dlnL 
0 0 R=1,20%m (7. 1. 6) 
因为 jnz 是 z 的 单调 增加 函数 ,所 以 jn 碟 达到 最 大 值 则 工 必然 也 
达到 最 大 值 ,多数 常 风情 形 都 可 以 通过 求解 似 然 方程 组 (7. 1, 6) 
得 到 参数 的 极 大 亿 然 估计 (当然 ,还 须 用 微 积 分 学 知识 进一步 判 
断 ). 有 时 则 须 回 到 上 7.1. 5) 式 直接 求解 . 
例 7.1.4 设 XX， 全 是 来 自 泊 松 总 体 已 ( 心 的 样本 , 参 
数 4 未 知 , 求 4 的 极 大 似 然 佑 计量 . 
解 ” 泊 松 总 体 分 布 律 为 


PIX = +} = te, T= OO, 


设 开 1 9 Tn 是 祥 本 和 芷 1， 刀 2 i 的 观测 值 ， 则 参数 A 的 似 然 


卫 数 为 
L(x Lr 区 一 II| re 
nL = {Sin — nA SinCzl) 
dinL ] < 、 
得 到 似 然 方程 局 二 = 0 即 卫 和 + 一 2 二 0. 解 此 方程 4 一 


t=—] 


] < dzlnL, 
人 由 于 


上 == 


= 一 之 0, 敬 得 + 的 极 大 似 然 估计 什 
> 


为 人 = 9 ~ ,所 以 参数 1 的 极 大 似 然 估计 量 为 1 一 又 . 
例 了 .二 . 与 这 是 来 自 正 态 总 体 和 NC 下) 的 样 
本 ,参数 和 未知, 求 和 of 的 极 大 似 然 估 计量 . 


解 ” 设 zzs，…zr 是 样本 观测 值 .由 正 态 总 体 的 概率 密度 
“204 。 
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1 
PT = 一 二 -一 exp| 一 


2n0 20 
得 似 然 函数 
1 【 革 = a 
L(x ys" 本 二 I- 遍 ce 上 Dor? ] 
天 天 1 姜 
lnL 一 一 3 ln 2n) 一 jnkz ) 一 2 一 2)* 
出 方程 组 


alnL nn TS a 


由 于 这 是 似 然 方程 组 的 唯一 解 ,而 且 ( 疡 ,22) 不 是 志 的 极 小 值 
点 ,所 以 参数 和 和 or 的 极 大 似 然 估计 量 是 
f= Flo XM, 


Fm ] 


不 难 证 明 , 参数 so 的 极 大 亿 然 估计 (lnz 对 o 求 偏 导数 ) 是 5 一 


1 幅 
EY M,. 


例 7.1.6 设 X, 关 :,… ,XX 是 在 区 交 [0,9j 均 名 分 布 总 栖 中 
抽出 的 样本 ,0>0 是 未 知 参 数 , 求 8 的 极 大 似 然 佑 计 . 

解 设 2iz zw 是 样本 值 . 在 区 间 [L0, 人 上 均匀 分 布 总 
性 的 概率 密度 为 


1 
FF ORTES 
ren 1 J 


0， 其 他 
得 似 然 函数 
“205 ， 
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0 人 < 3 


1 
L(xys Xa sO) 一 | 
0， 其 他 
该 似 然 函数 由 于 后 六 一 一 号 天 0, 不 能 运用 似 然 方程 (7.1.6) 求 
解 . 我 们 直接 寻求 工 的 最 大 值 点 ， 

从 似 然 耳 数 工 的 表达 式 ,很 明显 , 工 的 最 大 什 只 能 出 现在 
不 为 0 的 区 域 . 此 时 ,8 必须 不 小 于 样本 值 x x;，… ,zx 中 的 任何 
一 个 , 即 有 Gmax (2 但 当 9 之 max {zi} 时 ,二 一 去 是 关于 9 的 单 
调研 少 丁 数 ,因此 当 0 一 max {z,} 时 , 工 取 最 大 值 ， 所 以 ,参数 9 的 
极 大 似 然 估 计量 是 

# 一 max {及 1 ,下 2， 
对 于 本 例 , 因 总 体 数学 期 望 为 写 , 故 参数 9 的 矩 估 计量 是 8 一 2 


可 见 , 对 于 同一 个 参数 ,用 不 同 的 知 计 方法 求 出 的 估计 量 可 能 不 相 
同 . 


Y7.2 估计 量 的 优良 性 准则 


对 于 总 体 分 布 中 的 同一 个 参数 ,可 以 用 若干 个 看 起 来 都 有 一 
定 合 理性 的 方法 去 估计 ,并 且 可 能 得 出 不 相同 的 估计 结果 ， 因此 ， 
目 然 会 提出 估计 量 优 劣 比较 的 问题 . 下 面 介绍 几 个 常用 的 评价 估 
计量 的 优良 性 准则 ， 


一 \ 无 偏 性 


设 8 二 (Xi; 六 ，… ,3,) 是 参数 98 的 一 个 估计 量 , 则 我 们 自然 
希望 作为 随机 变量 取 值 时 ,围绕 着 被 估计 参数 的 真 值 , 上 且 其 到 值 
的 平均 应 等 于 被 估计 参数 的 真 值 , 这 就 是 估计 量 的 无 贪 性 这 个 标 
准 的 由 来 

* 206* 
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定义 7.21 设 的 0 是 未 知 参数 9 的 一 个 估 

计量 , 如 果 对 6 的 所 有 可 能 取 值 ,都 有 
E(B 一 月 (7. 2. 1) 

则 称 8 是 8 的 一 个 无 偏 佑 计量 . 

一 个 估计 量 如 果 不 是 无 偷 的 就 称 之 为 有 偏 估计 . 称 EC9 一 扩 
为 估计 量 0 的 偏差 ,在 科学 技术 中 也 称 之 为 8 的 系统 误差 . 由 此 ， 
无 侗 舍 计 的 实际 意义 就 在 于 无 系统 误差 ， 

例 7.2.1 设 总 位 的 站 阶 原点 给 为 一 五 (CX4) (人才 空 1) 存 在 , 则 样 


本 左 阶 原点 矩 4 一 二 >) Xt 是 外 的 无 偏 估 计量 . 
这 是 由 于 
EC4D = El 1 2x!] 一 二 > ECX9) 
而 每 个 X; 均 与 总 体 分 布 相同 ,因此 ,ECX}) 二 为, 所 以 
ECA,) = Ey = ny = 
特别 地 , 当 4 二 1, 样 本 均 信 是 总 体 数学 期 望 的 无 偏 估计 . 据 此 
可 知 , 在 正 态 总 体 N(pusa) 中 用 叉 估计 ,在 指数 分 布 总 体 中 用 下 
估计 过 ,在 泊 松 分 布 总 体 PC 中 用 又 估计 24 等 ,都 是 无 偏 估计 
例 7.2.2 设 总 体 的 方差 存在 并 记 为 于 , 则 样本 方差 S: 一 
CX; 一 叉 )* 是 于 的 无 偏 估计 量 . 


证 记 总 体 数 学 期 志 为 记 则 ELD) 二 ;同时 ,EL(R) 二 pp. 把 


DK RED RF 


一 


1 


并 一 


= > KR Kp) 
?=1] i=1] 


二 nC CO— pp)? 
+ 207 * 
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注意 到 2 一 pp) 二 n{ 一 jx) ,有 


DX, — 有 六 二 Dx 一 A 一 着 ( 一 pg) 


[ 1 


因为 x 一 EC(X,) =E(X), 由 方差 的 定义 ， 有 
EFEX — :| = 瑟 ( 一 


EL — DI- DK) DLR ND) = 
fm 1 1 二 | 


所 以 
E[ DX, — Xx) |= > -n= (Cn le 
于 是 得 到 
ECS°) = ~ E[ DX 一 素 )? |= 本 = (2 lr =o 
即 S 蚌 的 无 仿 估 计 


同时 ,这 里 也 解释 了 为 什么 将 二 阶 样 本 中 心 矩 M = 
了 > CR 一 和 ): 修正 为 样本 方差 S55， 显然 , M, = 二 S*, 故 


一 oo 不 是 有 的 无 偏 佑 计 . 


ECM,) 一 -~ 


如 果 总 体 数学 期 望 已 知 ,用 二 > (CX; 一 p)* 去 估计 总 体 广 
差 ,这 是 的 无 偏 估计 (请 读者 自己 验证 )- 
二 、 有 戏 性 


因 一 个 参数 可 以 有 不 止 一 个 无 仿 佑 计 , 如 何 比 较 它 们 的 优 省 
昵 ? 考察 无 仿 性 的 定义 (7.2.1) 式 , 它 等 价 于 
ECB—0)=0 
通常 称 8 一 8 为 随机 误差 ,满足 无 请 性 相当 于 从 总 平均 的 意义 上 使 
随机 误差 刚好 正人 负 相 互 抵 消 ; 即 消除 了 系统 误差 ， 但 这 并 不 保证 
*。 208 。 
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随机 误差 很 小 . 当 随 机 误差 很 大 时 ,无 篇 估计 结 出 的 估计 值 并 不 
能 令 人 放心 因此, 我们 希望 无 偶 估 计 的 方差 较 小 , 以 控制 跑 机 误 
差 . 
定 久 7.2.2 设 晶 (是 ,等 , 下 让) 是 参数 日 
的 两 个 无 偏 估计 ,如 果 对 6 所 有 可 能 的 取 值 ,都 有 
DB ) SE DB,) 
称 引 比 久 有 效 ， 
设 久 是 8 的 无 偏 估 计 , 如 果 对 如 的 任何 一 个 无 偏 估计 2, 都 有 
DD) SE DB) 
对 8 的 所 有 可 能 取 值 成 立 , 刚 称 户 为 的 最 小 方 盖 无 偏 估计 . 在 
“方差 傅 小 傅 好 "这 个 准则 下 ,入 是 最 好 的 估计 量 


例如 ,所 一 二 Xi 十 Xs 与 如 二 二 Xi 十 手 Xs 是 总 体 数学 期 望 


的 无 偏 估计 , 记 总 体 方差 为 >>0, D(C) 一 o?>>D (jw) 二 论 7， 
因此 后 比 襄 有效 . 

对 于 正 态 总 体 Nu? ,px 和 未知, 可 以 证 明 , 久 和 5S? 是 
和 的 最 小 方差 无 偏 估 计 

通常 要 求 出 参数 的 最 小 方差 无 偏 估 计 是 有 相当 难度 的 ,其 方 
法 也 超出 了 本 书 的 范围 ,就 不 作 介绍 . 


三 ,相合 性 


佑 计量 日 一 大工 i ;下 ,) 与 样本 容量 也 有 关系 ,我 们 S| 
然 硕 望 随 着 的 增 大 ,信和 计量 的 值 越 来 越 趋 向 于 被 估计 的 参数 真 
值 . 这 样 ,就 提出 了 相合 性 的 要 求 . 

定 光 7,2.3 设 生 二 站 {于 ;是 1;"… :时 ) 是 的 估计 量 ; 如 果 对 
9 的 所 有 可 能 取 慎 , 当 rn 一 o2 有 时, 惊 概 率 收 钱 于 98, 即 对 任意 > 
0, 有 

limP{l — 81 <e) 一 1 或 limP{i0, 一 | 之 二 二 0 
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成 立 , 则 称 包 为 8 的 相合 佑 计量, 或 一 致 佑 计量 . 
相合 性 是 对 佑 计量 很 基本 的 要 求 . 由 第 五 章 的 大 数 定 律 ,可 
证 明 常 见 的 矩 估 计量 具有 相合 性 . 例如 , 设 总 体 信 有 ECX)==， 
D(A) 二 0 ,yp 与 of 是 未 知 参数 ,由 大 数 定律 ,有 
limP{|lX ~ p|< el} = 1] 
即 克 是 的 一 致 估计 量 , 可 以 证 明 ,S? 与 Ma 都 是 a 的 一 致知 计 
量 . 


$7.3 区 间 估 计 


一 \ 基 本 概念 


对 于 未 知 参数 9, 我 们 给 出 它 的 点 估计 0, 由 于 是 一 个 随机 
变量 , 它 并 不 总 是 恰好 等 于 68, 而 有 或 大 .或 小 的 误差 ,这样 得 到 
的 佑 计 值 :是 未 知 参数 的 一 个 近似 值 - 由 于 并 不 知道 未 知 参 数 的 
真 值 ,难以 估计 这 个 近似 值 的 误差 大 小 . 区 间 佑 计 是 给 出 一 个 范 
力 , 并 在 要 求 的 可 信 程度 下 保证 这 个 范围 包含 未 知 参 数 ,正好 弥补 
了 点 估计 的 上 述 不 足 . 

现今 最 流行 的 一 种 区 间 估 计 方 法 来 自 于 原籍 波兰 的 美国 统计 
学 家 J. 床 晕 建立 的 售 计 理论 . z 

设 是 总 体 分 布 中 的 一 个 未 知 参 数 ,XXX 是 来 自 该 
总 体 的 样本 ,对 #8 的 区 间 居 计 , 就 是 给 出 两 个 统计 景 让 一 站 (从 1， 
站 2 并且 慎 有 名 所 名 ;由 它们 为 端 
点 构成 一 个 区 间 [ 负 ,如 J. 这 个 区 间 的 端点 及 区 间 长 度 名 一 站 都 是 
样本 的 函数 ,因而 都 是 随机 变量 ,所 以 区 间 [ 久 ,9j 是 一 个 随机 区 
间 ， 对 具体 的 间 题 ,一 旦 得 到 了 样本 观测 值 zx ,z，… zw 人 恒 给 出 
了 一 个 具体 的 区 间 [ 扣 Ci yy ,内 (2192 i |s 并 千 计 这 
个 区 间 将 #8 包含 在 内 . 这 里 有 两 个 很 自然 的 要 求 ， 

1 随机 区 疝 {[ 记 ,上 记 ]j 要 以 很 大 的 概率 “ 盖 ” 住 未 知 参 数 9, 即 

”ZLO， 
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Pf 和 才 8 近 PB} 要 尽 可 能 大 . 因为 ,9 是 数 轴 上 的 一 个 点 ,随机 区 间 
闻 售 诗 的 可 蔡 程 度 . 

2 区 间 长 度 记 一 由 要 尽 可 能 小 . 实际 上 区 间 长 度 反 映 了 到 疝 
佑 计 的 精确 程度 ,这 里 即 是 要 求 精确 度 要 尽 可 能 地 高 ,因此 ,也 可 
采用 某 种 能 体现 精确 度 要 求 的 其 他 准则 

例如 ,估计 一 个 人 的 年 龄 ,估计 他 在 35 一 36 岁 之 间 , 尽 管 比较 
精确 ,但 居 计 正确 的 把 握 不 敢 说 很 大 ;但 如 果 居 计 他 在 10 一 30 岁 
之 闻 , 当然 很 可 草 了 ,但 精度 太 差 ,没有 什么 独 值 - 

丹 此 ,对 1 .2 两 个 要 求 都 希望 得 到 保证 ,但 它们 又 是 相互 让 
盾 的 , 区 间 居 计 理 论 和 方法 的 基本 问题 ,就 在 于 研究 在 已 有 的 样 
本 资源 的 限制 下 ,如 何 找 出 更 好 的 司 计 方法 ,以 尽量 提高 可 靠 性 条 
精确 度 ,但 终归 有 一 定 的 限度 . 由 奈 曼 提出 并 且 现 今 仍 被 广泛 接 
受 的 原则 是 : 先 确 定 一 个 能 接受 的 可 草 度 ,在 这 个 前 担 下 尽量 使 精 
确 度 提高 . 为 此 ,有 如 下 的 定义 ， 

定义 7.3.1 给 定 一 个 很 小 的 数 c>>0, 如 果 对 于 参数 8 的 所 
有 可 能 取 值 ,都 有 

P {BCX) ,Xs ;人 祥 : 上 去 : BK Xe ,人 一] 一直 

{7.3..1) 
则 称 随 机 区 间 [%,8, ] 是 8 的 置 情 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 

有 时 ,我 们 构造 出 的 区 间 [, 癌 ], 不 能 确定 概率 值 Pt 引 二 8 寺 
9,} 恰 好 等 于 1 一 a, 但 能 保证 它 不 会 小 于 1 一 ca 仍然 将 区 闻 [ 内 02 | 
作为 置信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 ， 

通常 ,对 定义 7.3.1 中 的 a; 取 为 0.05 居多 ,一 般 有 0. 10， 
0.05;,0.01,0.005,0.00] 等 , 帘 情 况 需 要 而 定 . 这 几 个 数字 本 刁 
并 无 特殊 意义 ,主要 是 标准 化 后 对 造 玫 方便 . 

区 间 估 计 的 主要 工作 ,就 是 在 给 定 置信 度 之 后 ,寻找 估计 精度 
尽 可 能 高 的 置信 区 问 . 这 是 下 而 要 讨论 的 问题 . 
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二, 枢 轴 变量 法 枸 造 置信 区 间 


先 看 一 个 简单 的 例子 ， 
例 7.31 设 人 XXX 是 来 自 正 态 总 体 Nu 的 样 
本 ,= 己 知 , 求 末 知 参数 & 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 . 
解 ” 先 找 一 个 关于 的 愉 好 的 点 千 计 ,这 里 可 选择 站. 由 总 
体 分 布 为 NAyo 0 则 
_ 太一 
-7 


由 (wu) 二 1 一 查 得 和 (0,1) 的 上 侧 分 位 数 w3, 使 PlIU1l<ws) 
一 1 一 «(如 图 7?- 3. 1 | 


~ N{0,1) 


P|-us< SI =1]—a (7, 3. 2) 


rr) 


ee 


P| 三 us SE ul1—o 
册 此 式 ,区 间 | 一 -二 -所 十 一 | 可 作 为 的 置信 度 为 1 一 
4 的 置信 区 间 
= 了] 之。 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint.com.cn 


由 这 个 例子 司 出 一 种 寻找 置信 区 间 的 一 般 方法 ;归结 为 以 下 
几 条 :; 
1° 找 出 一 个 关于 待 估计 参数 8 的 良好 的 估计 量 ( 如 土 例 中 的 


人 了 

2" 构 造 一 个 包含 参数 8 及 其 估计 量 的 函数 WX ,XX,，… ,XX,; 
0) ,除了 被 估计 参数 9 外 , 环 不 能 包含 其 他 未 知 数 ， 并 且 人 的 概率 
分 布 能 完全 确定 , 与 9 无 关 ( 如 上 例 中 心 一 守 一 汪 ,其 分 布 是 


Nt0,1) ,与 上 无 关 )， 图 数 多 称 为 枢 轴 变量 ; 

3 对 任何 常数 a<5, 不 等 式 a 所 Wb 可 以 敢 写 为 等 价 的 形式 
A<.048B,4 与 8 是 不 包 合 未 知 参 数 的 统计 量 ; 

4 枢 据 W 的 分 布 , 找 出 其 上 侧 儿 分 位 数 wws 和 上 俩 | 1 一 全 | 分 
位 数 Wi-s 有 了 (rm 和 多 入 ws 一 1 一 a 改 写 为 等 价 的 形式 PLA 
<O<:) 一 1 一 ,区间 [4,23j 即 是 参数 0 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 
区 间 ， 

上 述 步骤 的 关键 ,是 构造 枢 轴 变量 下 (XXX , 它 就 
好 像 是 一 个 轴 心 ,由 #2 拟 W 专 8 转 出 我 们 需要 的 不 等 式 4 委 9 委 8 
下 面 通 过 一 些 例 于 来 说 明 这 个 方法 ,这 些 例 子 ( 包 括 前 面 例 
7. 3. 1) 包 含 了 常用 的 重要 区 间 全 计 . 

例 1. 3.2 从 正 态 总 体 NCE 中) 中 抽取 样本 1 ， 和 
参数 上 和 = 均 未 知 , 求 上 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 ， 

我 们 仍 取 样本 均值 关 为 疡 的 全 计量 ,此 时 ， 不 能 再 取 二 一 和 
LE 因为 未知, 用 样本 标准 差 S 代替 ,以 了 == 


二 为 枢 轴 变量 , 由 定理 6. 2. 4, 知 T 一 tn 一 1) ,注意 到 + 分布 


A 
关于 Y 轴 对 称 , 于 是 有 { 见 图 7. 3. 2) 
Xp 
PD ys 


人 
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图 7. 3,2 


不 难得 到 参数 wx 的 置信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 是 


bb: i 1), 太 十 ye = D | 《7. 3. 3) 


例如 , 某 台 天 平 我 们 知道 它 没 有 系统 误差 但 存在 随机 误差 , 随 
机 误差 服从 正 态 分 布 . 为 估计 一 物件 C 的 重量 ,将 其 在 这 台 天 
平 上 重复 秤 了 5 次 ,得 结果 为 (单位 ; 克 ) 
8. 62,8. 58,8. 73,8. 61,8. 53 
由 上 述 假 定 , 总体 分 布 为 NCp,0) ,yp 即 未 知 的 重量 真 值 ,zc 反映 本 
天 平 随机 误差 的 大 小 ,也 未 知 . 计算 出 
蔗 一 8.614 s= 0.0737 
因为 n= 二 5, 查 表 得 foo0zs(4)= 二 2.7764( 取 =0.05), 将 这 些 数值 代 
人 (7,3.3), 得 到 参数 £ 的 置信 和 度 为 0.95 的 置信 区 间 为 [8. 5225， 
9.70551. 
这 里 ,[8. 5225,8. 7055] 是 一 个 具体 的 区 间 , yx 是 一 个 虽然 未 
知 但 其 值 确定 的 数 . 区 间 [8. 5225,8. 7055] 或 者 包含 ,或 者 不 包 
合 &; 二 者 只 居 其 一 . 那么 ,如 何 理 解 区 间 [8. 5225,8. 7055] 包 含 
的 置信 和 度 为 0. 95 呢 ? 实际 上 ,置信 度 作 为 置信 区 则 能 盖 住 被 信 计 
参数 的 概率 ,是 针对 随机 区 间 而 言 的 , 亦 如 本 例 的 (7. 3.3). 假定 
由 它 根据 109 组 样本 但 求 出 100 个 性 信和 度 为 0. 95 关于 产 的 具体 
* 214， 
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的 置信 区 间 , 则 大 约 有 95 个 这 样 的 区 间 能 包含 w, 区 间 [18. 5225， 
9. 7055] 作 为 这 100 个 区 间 中 的 一 个 ,尽管 不 能 说 它 包 含 & 的 概率 
《如 前 述 , 它 不 是 随机 的 ?为 0. 95, 但 我 们 可 以 以 站 多 的 可 信 程 度 
相信 它 包 含 未 知 参数 jy z 

置信 区 间 (7. 3. 3) 由 于 枢 轴 变量 服从 t 分 布 ,叫做 单个 正 态 总 
体 上 区 间 居 计 , 王 例 则 是 两 个 正 态 总 体 上 区 间 人 居 计 ， 

例 7.3.3 从 正 态 总 体 入 Cs07) 中 抽取 样本 XX1，Xs，… XX。 
从 正 态 总 性 Rao 中 抽取 样本 Yi Tb $Y 注意 两 个 总 体 的 
方差 相 后 ,假定 两 组 样本 相互 独立 ,和 参 煞 pisp20 均 未 知 , 求 站 一 
pa 的 置信 度 为 1 一 “ 的 置信 和 区间， 

记 卫 和 了 分 别 是 样本 和 ,XXX 和 YY， 了 ,，… ,了 ,的 均 
值 ,又 记 


3。 一 [YX 2 二 GO) 一 ¥)? |/ Gn + m2 — 2) 
jm 1 j=1 


fn — 1)S: + (ns — 1)53 
Ke] 十 1 一 也 


由 定理 6. 2.5 知 
(全 一 了 (hm ph) 


A 
| ns 


于 是 ,了 可 和 作为 枢 轴 变量 ,不 难 求 出 j 一 的 置信 度 为 1 一 & 的 时 
入 区 间 为 


有 再 ] | 
& — YY) 一 二 nN 
(区 一 了 了) 十 给 (na tm 0s 二 工 | 《7 了 7. 3. 4) 
并 得; 


例如 接着 考虑 便 7. 3.2 中 天 平 释 重量 , 设 有 另 一 个 物件 G;， 
其 重量 种 也 未 知 ,在 司 一 架 天 平 上 秤 4 次 ,得 结果 为 (单位 : 克 ) 
“215% 


T ~ tn + ns — 2) 


mm La 
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8.55,8. 50,8. 43,8. 61 
这 里 将 Gi 的 重量 记 为 ;要 求 两 物体 重量 之 萃 Hl A 的 置 衍 度 
为 0.95 的 置信 和 区间. 因 寻 同一 架 天 于 ; 故 方 差 不 变 ,可 用 
《7?7. 3. 4), 前 面 已 算出 xz 一 8. 614,9=0. 0737; 再 计算 得 
?一 8.5225 5 一 站 .0763 
于 是 
= (Cd x 0.0737 站 3X 0.0763)/5 十 4 一 2) 
一 0. 0748 
查 上 分 布 表 ,to ozs(7) 二 2.3646 ,将 这 些 数 值 都 代入 (7. 3. 4), 算 出 
一 pz 的 轿 信 和 度 为 9.95 的 置信 区 间 为 L 一 0.0271,.0. 2101 |]. 
对 于 两 正 态 总 迟 闪 Cmay et 和 和 (ae 当时 和 于 均 为 已 知 
时 ,求证 一 上 的 置信 区 间 ,可 构造 抠 轴 变量 
(XK 一 了 ) 一 〈A 一 和) 


0 吃 
细节 请 读者 自行 完成 
例 7.3.4 对 于 例 7. 3.2, 求 参数 史 的 置信 度 为 1 一 a 的 置信 


区 癌 . 
根据 定理 6. 2.4, 二 5?~ 必 (n 一 1), 于 是 中 二 一 5S? 可 作为 


枢 轴 变量 .六 分 布 不 是 对 称 分 布 ,可 由 x ee 
出 好 -Ca 一 1 和 侈 人 一 1) ,使 得 ( 见 图 ?. 3. 3) 


P (Xs _1) SP _ D))= ] a 


即 可 得 到 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
一 ])S5 人 一 1DS? 1 
| (7 


如 果 此 例 中 ,参数 wx 为 已 知 , 则 可 构造 杠 轴 变量 
.4 一 A ~ KR) 
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图 7. 3-3 


请 读者 自行 写 出 此 时 的 置信 多 辣 - 
讽 7.3.5 对 于 例 7.3. 3, 假 定 两 总 体 的 方差 不 相等 ,分 别 为 


2 
守 和 o, 求 比值 过 的 置信 度 为 1 一 “ 的 置信 区 间 . 
记 3: 和 S32 分 别 是 样本 有 1 有 2 ;六 ,和 了 1 了 2 了 了 。 的 样 


本 方差 ,由 定理 6. 2. 5 知 
_Si/a mip _ 
0 S? Fin 1 ,ms 1) 


于 是 ,F 可 作为 枢 轴 变量 ,这 里 下 分布 也 不 是 对 称 分 布 ,需要 查 出 
Fs(m—l 7; 一 1) 和 各 Ea 《rm 一 1 一 1 使 得 ( 见 图 7,3, 4) 


P{F1s tm 3 ln 一 ]) 志 下 < Fs Cn = | os = 1) .== 1 一 父 


人 
AH Viper 
a Fynm—l,nml1) 


O 
图 7?. 3.4 
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从 而 确定 出 比值 全 的 钥 信 度 为 1 一 “的 置信 区 间 为 


ys ee 
| Fs Cm = Isms D ,mFs TT 1 ,n, 1 | 


Si 
对 于 本 例 , 当 参 数 py 和 js 均 为 已 知 时 , 则 可 构造 枢 轴 变量 
SCX 一 向 入/ 人 
F 一 和 a Flinnmz) 
ZY, — pa)/08 


三 ,大 样本 方法 构造 置信 和 区间 


大 样本 方法 就 是 利用 极限 分 布 ( 主 要 是 中 心 极限 定理 ) 确 定 枢 
轴 变 量 的 分 布 , 进 而 构造 出 置信 区 间 . 本 质 上 这 是 利用 近似 分 布 
代替 精确 分 布 构造 近似 置信 区 间 - 

例 7.3.6 在 nn 次 独立 重复 试验 中 ,观察 事件 A 发 生 的 次 数 ， 
记 为 Y… 设 在 每 次 试验 中 ,P(A4) 二 p. 求 p 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置 
信和 区 间 - 

对 离散 型 总 体 的 参数 去 寻找 具有 指定 置信 和 度 的 置信 和 多 间 , 难 
度 很 大 ,其 方法 已 超过 本 书 的 范围 ， 当 足够 大 时 ,可 利用 近似 分 
布 构造 枢 轴 变量 . 

对 本 例 , 当 = 足够 大 时 :由 中 心 极限 定理 ， 


从 0 1) ,以 它 作 为 枢 轴 变量 ;有 


Y.—np 


vnptl—p) 近似 服 


Y.— np 
Ulla 
P| Vnpll 一 起) “2 . 
等 惟 地 改写 为 


PI{ApEBIs1—ea 
其 中 ,和 8B 是 关于 的 二 次 方程 (将 Y. 看 必 一 般 已 知 数 》 
CY, 一 ap) = np(] 一 Pp)us 


的 两 个 枢 , 即 
“218 。 
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AY Gn Y) ， a | 
1 2 


4Y, Cn 一 YY.) 下 | 
这 样 , 得 到 参数 的 置信 区 间 [L4,8]. 由 于 枢 轴 变量 的 分 布 是 用 
的 近似 分 布 ; 因 此 置信 度 只 是 近似 地 等 于 1 一 a. 当 ? 比较 大 , 比如 
n: 之 40 ,误差 不 会 太 大 ， 

例 7.3. 了 7 讶 天 1 有 sw， 为 来 和 目 油 松 分 布 总 体 P(24) 的 样 
本 , 求 参 数 4 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 ， 

由 于 泊 松 分 布 (0) 的 数学 期 望 和 方差 都 是 4, 由 中 心 极限 定 


理 , 当 足够 大 时 ,| 之 )X; 一 n4) /二 近似 地 服从 N(0,1) ,于 是 


1 
”2 十 可 | 2 


ps , 
2Cn 十 二》 2Y 。 十 zz 十 


改写 成 等 价 的 形式 
PlAACBIA1—a 


其 中 ,4 和 8B 是 二 次 方程 


的 两 个 根 , 即 


_y ,11 , 
B= 人 十 序 寻 十 3 


这 样 ,得 到 4 的 置信 区 间 [LA,B1. 
例 7.3.8 设 某 总 体 数 学 期 望 x, 方 差 of 均 存在 ,但 .0 均 
未 若 ， 从 该 总 体 抽 取样 本 愉 19 全。 : 试 对 参数 ~ 作 区 间 估 计 = 
因为 对 总 体 分 布 不 清楚 ,要 构造 满足 条 件 的 枢 轴 变量 是 不 可 
oly 
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能 的 ， 由 中 心 极 限 和 


1 


但 此 处 z 也 未 知 , 不 能 议 cd 由 于 样本 标准 老 


5 是 5 的 一 个 相合 情 计 ， 毁 S 一 reln>o0)， pLS 代替 o, 当 noo 


Xk 
时 ， 77 二 仍 以 N{0,1) 为 极限 分 布 ， 因此 , 当 = 足够 大 时 ,不 难 


得 出 & 的 置信 区 问 为 


本 恬 二 S 
kb A = | 
这 里 ,置信 庶 近 似 地 为 1 一 a, 近似 的 程度 如 何不 仅 取 决 于 样本 容 
量 n 的 大 小 ,还 要 看 总 体 的 分 布 如 何 . 

以 上 例 7. 3. 6 一 ?7. 3. 8 使 用 的 区 间 居 计 方 法 , 称 为 大 样本 区 辐 
估计 在 统计 学 中 ,一 个 统计 方法 如 果 是 基于 有 关 变 量 的 极限 分 
布 (neo), 则 称 这 个 方法 是 大 样本 方法 . 反之 , 若 依据 的 是 有 关 
变量 的 精确 分 布 ,不 论 样 本 容量 多 大 都 称 为 小 样本 方法 - 


四 、. 单 侧 置信 区 间 


在 有 些 实际 问题 中 ,我 们 关心 的 是 未 知 参 数 至 少 有 和 多 大 (例如 
设备 ,元 件 的 使 用 寿命 等 ) ,或 者 基 未 知 参 数 至 多 是 多 少 ( 例 如 产品 
的 不 合格 品 率 .杂质 含量 等 ) ,前 者 是 指 参 数 的 下 界 , 后 者 是 参数 的 
上 界 . 在 区 间 佑 计 中 的 提 法 是 ,以 尽 可 能 大 的 概率 (1 一 ,保证 未 
知 参 数 在 下 界 之 上 ,或 上 异 之 下 ,这 就 是 单 倒置 信 区 间 的 概念 . 

定义 7.3.2 设 互 ,Te 是 来 自 某 个 总 体 的 样本 ,总 体 
分 布 包含 未 知 参数 虽 , 忆 一 让 (五 和 让 一 让 ( 王 下 
Xe) 是 两 个 统计 量 , 如 有 果 

1) 对 8 的 一 切 可 取 的 值 , 有 

Pi{B (CR X 有 一 1 一 (7. 3. 6) 
则 称 外 为 参数 9 的 置信 下 界 ; 
2) 对 8 的 一 切 可 取 的 值 ,有 
* 220 。 
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下 二 记 (大宇 一 1 一 a 《7 
则 称 包 为 参数 9 的 置信 上 界 . 
把 57. 3.6) 和 (7.3.7) 与 置信 区 间 (7. 3.1) 比 较 ; 不 难 发 现 , 置 
信 上 .和 下界 无 非 是 一 种 特殊 的 轻信 区 间 , 其 端点 之 一 为 十 ce 或 
一 se. 因此 也 称 之 为 单 侧 置 信 区 间 ， 因 此 ,前 面 所 有 求 置信 区 间 的 
方法 ,都 可 以 很 容易 地 平行 移 至 此 处 , 只 需 将 置 傍 区 间 的 一 个 端点 
换 为 十 吕 或 一 ,而 将 另 一 个 端点 中 的 二 换 成 相应 的 a 即 可 . 比 
如 :ww$ 换 成 wo 和 -Cn 一 1D 换 成 几 -stn 一 了 ,等 等 ， 
例如 ,总 恒 分 布 WP 已 知 , 求 参数 的 置信 上 上、 下界 . 
以 -7 为 枢 轴 变量 ,分 布 为 N(0,1). 由 
人 
P| Eu )= lI—a 


得 产 的 轻信 下 界 为 又 由 


F{ -ul 


本 
ar 
村 


得 的 置信 上 界 为 下 十 
$7.4 应 用 


一 \ 柯 西 分 布 的 参数 估计 
设 总 体 分 布 有 概率 密度 函数 


f(z) = 而 二 全 一 
这 个 分 布 叫 数 柯 西 分 布 . 它 包含 一 个 参数 9,9 可 取 任何 实 数值 
柯 西 分 布 的 概率 密度 曲线 关于 z 一 0 对 称 . 
设 X ,X。，… ,为 抽取 自 柯 西 分 布 总 体 的 样本 ,要 对 未 知 数 
* 22] * 


一 0 达 TT 二 oe 
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8 进行 和 倘 计 . 由 于 


[zx| dzr = co 


Bi ] 

| Isl iT 
于 是 , 柯 西 分 布 的 数学 期 望 ( 一 阶 原点 矩 ) 不 存在 ; 因 市 更 高 阶 的 算 
也 不 存在 . 所 以 无 法 使 用 给 估计 法 合计 8. 如 果 用 极 大 似 然 法 , 设 
Ts sn 是 样本 观测 值 , 似 然 明 数 为 


lps by L 


i 1 十 (x: a? 


取 对 数 ,并 令 “J 尖 一 0, 得 到 


. TI; 中 
之 Cr 


这 个 方程 有 许多 根 旦 求解 很 不 容易 . 因此 ,运用 极 大 似 然 法 估计 


9 也 不 是 理想 的 办 法 . 
注意 到 是 柯 西 分 布 的 对 称 中 心 , 即 设 X 是 服从 柯 西 分 布 的 
随机 变量 , 则 有 


P{X 关 用 一 P 人 人 < 引 } 一 十 


称 9 是 总 体 分 布 的 中 位 数 ( 亏 分 位 数 ), 我 们 在 § 6. 3 中 定义 过 样 
本 中 位 数 MM: 
入 { 对 3] ， 当 ? 为 育 数 ， 
M 一 
Py 区 (#) ]， 当 = 为 偶数 
则 样本 中 位 数 是 总 体 中 位 数 的 简便 易 行 并 且 合 理 的 估计 ,它们 一 
个 是 总 体 分 布 的 “中 心 ”, 一 个 是 样本 的 “中 心 ” 因此 , 取 9=M 作 
为 8 的 估计 . 
可 以 证 明 , 当 w 之 3, 样 本 中 位 数 M 是 9 的 无 偏 估计 .并且 ,其 
大 样本 的 渐 近 方差 与 最 小 方差 无 仿 估 计 的 方差 之 比 为 ~1. 23， 


表明 这 个 估计 具有 民 好 的 有 效 性 ， 
“222， 
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二 、 样 本 教 据 不 完全 时 参数 的 区 间 估 计 


在 产品 的 寿命 试验 中 , 常 产 生 截 尾 的 不 完全 数据 ; 某 些 特殊 试 
验 只 能 得 到 部 分 观测 值 ;由 于 偶然 发 生 的 意外 可 能 丢失 数据 ;等 
等 , 对 于 这 种 种 情况 ,如何 根据 不 完全 的 样本 数据 对 总 体 分 布 中 的 
参数 进行 售 计 , 有 广泛 的 应 用 背景 . 相对 来 说 ,寻求 参数 的 点 估计 
容易 一 些 , 而 对 参数 进行 区 间 居 计 , 由 于 枢 轴 变量 的 概率 分 布 不 易 
确定 ,因而 有 较 大 的 难度 . 下 面 介绍 的 正 态 分 布 总 体 NCp:o) 均 
值 & 的 区 则 和 信 计 ,是 近年 才 发 表 的 一 个 新 成 果 . 

设 生 As。 是 来 自 正 访 总 居 和 Nt, 中 ) 的 样本 ,Xa)， 
1 :到 是 相应 的 顺序 统计 量 我 们 将 根据 这 些 顺 序 统计 量 
中 的 两 个 ,构造 对 参数 x 进行 区 间 和 导 计 所 党 的 枢 轴 变量 ， 


伍 
一 
全 A i 六 nr 
其 中 ,r 是 满足 < <r<n 的 整数 . 由 于 
rt 一 下 A 
2 ‘ 十 本 
本 Ar) A i a i ££ 
o o 
各 tr 人 一 一 全 } 
而 个 人 和 2 一 和 个 他 一人 可 以 看 作 来 自 标准 正 态 总 体 的 顺序 统计 


亲 


量 . 因此 ,二 的 概率 分 布 与 40 的 取 值 无 关 , 可 以 作为 枢 轴 变量 
不 难 证 明 , 互 的 分 布 关于 Y 轴 (z= 一 0 对 称 . 同时 ,我 们 还 可 


证 明 瑟 的 概率 密 皮 函数 为 
fty) = 
a AE 


和 
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加 1 .i 
| (下 | 
, 33 《- 一 1)! 

ilt2r 一 天 一 了 一 2 人 一 了 一 廊 ! 


[oT ol 十 1 |] 


利用 上 述 表 达 式 ,通过 数值 计算 ,可 求 得 互 的 分 位 数 , 当 然 比 
较 党 杂 且 有 一 定 难度 ， 另 一 个 有 效 的 方法 是 当 n 不 大 时 ,利用 计 
算 机 模拟 十 的 概率 分 布 ; 当 n 较 太 时 ,利用 大 样本 方法 寻求 置信 
区 间 . 我 们 证 明了 ; 当 n 足够 大 时 , 玉 近似 地 服从 MD0,o38D) ,其 中 


一 


这 里 ,PCz) 一 -eg(z) 一 | FT) dex, 
进一步 不 难得 到 参数 4 的 近 信和 区 间 为 
| Ee dpus (Xe 二 


二 十 HR 全 tr) 一 ee | 


置信 和 庶 近 似 等 于 1 一 a 


习 题 七 
i, 说 革 1 和 是 来 目 总 体 艺 的 一 组 样本 , 求 下 列 各 总 
体 的 分 布 中 未 知 参 数 的 算法 估计 量 
(1) 总 体 区 的 概率 密度 为 
f(z) = | ”了 这 9 > 0 为 未 知 参数 
0 工大 -0 


2) 总 体 关 的 分 布 律 为 
P{X =k} = pO — p+ 上 =p1， 
* 2 * 
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户 为 未 知 参 数 . 


《3 总体 区 的 概率 密度 为 
rei, 局 < 过 < 1 
fn) = | 0， ”J 9> 0 为 未知 参数 
(4) 总 体 六 的 概率 密谋 为 
Bir Ht re 
fx) = | 


0 其 他 
式 中 c=0 为 已 知 , 外 >1 为 未 知 参数 . 
2. 设 和 Xi,Xa 是 来 自 总 民 关 的 一 组 样本 , 求 下 列 各 和 总 
体 的 分 布 中 未 知 参 数 的 极 太 似 热 稍 计 量 ， 
C1) 总 体 芝 的 概率 密度 为 
Br ll，0<Tc1l 
f(z) = | 和 jn 9 > 0 为 未 知 参数 
《2) 总体 区 的 概率 密度 为 
[en 0 
fx) -fr 一 Te 人 
性 ， 工 安 站 
式 中 上 为 已 知 正 整数 ,>0 为 未 知 参 数 . 
(3) 总 体 站 的 概率 察 度 为 
f(x) = ze 生 es 
式 中 o>0 为 未 知 参 数 ， 
《4 总体 六 的 概率 密度 为 


8 ， 六 b= 局 


f(x) = {* 0 >> 0 为 未 知 参数 
0， 工交 站 
《5) 痊 体 蕊 的 分 布 体 为 
PX 一 工 ) = Cp (1 — Pp)™ t= 人 0.1,2," ,nm 
式 中 (0 之 记 之 1) 为 未 知 参 数 . 
3. 从 灯泡 厂 某 日 生产 的 一 批 灯 泡 中 任 取 10 个 进行 寿命 试 
+ 225 。 
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验 , 测 得 灯泡 寿命 (单位 ;小 时 ) 恕 下; 
1050,1100,1080,1120,1200， 
1250,1040,1130,1300,1200. 

求 该 日 生产 的 整 批 灯 犯 的 平均 寿命 及 寿命 方 莽 的 无 偏 估计 值 . 

4 了 优 人 大 av 是 来 自 总 体 XX 的 一 组 样本 , 且 已 知 ECX) 


一 a, 证 明 作 一 十 >、 (X, 一 a)? 是 D(X) 一 的 无 篇 估计 量 ， 
5， 塌 和 总体 其 ~ 为 其 样本 , 试 求 心 合 
3 (Xi 一 Xi)? 为 = 的 无 偏 估计 基 . 


6 设 8 是 纪 的 无 偏 估计 量 且 万 (的 全 0, 试 证 上 关 不 是 他 的 无 
但 估 计 基 . 
7. 设 总 体 匡 一 Nu1) XXX 是 六 的 样本 ; 试 证 :估计 量 和 


== 坟 Xi 十 言 Xzs 襄 一 子 Xi 十 子 Xss 襄 二 去 XX1 十 二 XX; 都 是 的 无 偏 
估计 量 , 并 确定 哪个 估计 量 的 方差 最 小 ， 
8， 设 革 1 ;Xj XX 是 来 自 总 体 汪 的 样本 且 ELX)=8,|H a 


aa 应 取 何 值 时 方 能 使 9 一 之 ， a.X; 是 8 的 无 杭 估 计量 且 
(的 为 最 小 . 

9. 设 晶 体 管 的 寿命 工 一 NCrso) ,从 中 抽取 100 只 作 寿 命 斌 
验 , 测 得 其 平均 寿命 二 1000 小 时 ,标准 差 ;一 40 小 时 , 求 这 批 卓 
体 管 的 平均 寿命 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 

10. 设 某 种 清漆 的 干燥 时 间 ( 单 位 ;小 时 )X~N(yg,0), 现 有 39 
个 样本 观测 值 : 

6 QB. Tn Bd. DF Ob G5. 70. 1 ,3.0 

求 的 置信 和 度 为 0. 95 的 置信 区 间 . (1) 阁 已 知 o=0. 6( 小 时 )3 (2) 
车 o 未 知 . 

11. 对 于 方差 为 已 知 的 正 态 总 体 , 问 需 取 容量 为 多 大 的 
样本 才能 使 总 体 均值 的 置信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 长 度 不 大 于 工 ? 

"220 * 
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12. 某 种 零件 的 加 工时 间 关 一 N Ca,o*), 现 进行 30 次 独立 试 
验 , 测 得 样本 均值 + 一 5. 5( 秒 ) ,样本 标准 差 :一 1. 729( 秒 ), 若 置信 
上 度 为 0.95, 求 加 工时 间 的 数学 期 望 和 标准 差 的 置信 区 间 、 

13. 设 某 种 炮弹 的 出 炮 口 速度 (单位 :m/s)XX~NCp,o) ,随机 
抽取 9 发 炮弹 作 试 验 , 测 得 ;==11Cm/s), 求 这 种 炮弹 出 炮 口 速度 
方差 的 恬 信 度 为 0.95 的 置信 区 间 . 

14. 用 金 球 测定 引力 常数 (单位 :10””m ，kg”"，s““) 得 测定 
值 : 

0. 6836. 681 ,06. 676,6. B78,6, 679,6, 672 
设 引 力 常数 生 ~~ 和 N(x,o) ,pp 和 均 未 知 , 求 o 的 置信 度 为 0.9 的 
置信 区 间 . z 

15. 从 4、B 两 批 导 线 中 分 别 抽取 4 根 和 3 根 测 得 电阻 值 ( 单 
位 ; 欧 ) 为 

六 批 导 线 :0.143:.0. 142，0. 143 0. 137 

B 批 导 线 ;0,140,0.142,0.136,0.140,0. 138 
设 筷 批 导 线 的 电阻 一 NN (p00),B 批 导 线 电 阻 Y~N (pg, )， 
pp 入 均 未 知 ; 试 求 ja 一 jp 的 置信 和 度 为 0.95 的 置信 区 间 . 

16- 从 某 地 区 随机 地 抽取 成 人 男女 各 100 名 ,测量 并 计算 得 
男子 身高 的 平均 数 =1.71m ,标准 着 5 二 0.035m; 女子 身高 的 平 
均 数 ?一 1. 67m ,标准 差 * 一 0.038m. 设 男女 身高 均 服 从 正 态 分 
布 且 方差 相等 , 试 求 男 、 女 身高 之 差 的 置信 和 度 为 0,95 的 置 依 区 间 . 

17. 两 台 机 床 加 工 同一 种 零件 ,分 别 抽 了 6 个 和 9 个 零件 , 测 
量 其 长 度 开 算得 样本 方差 51 二 0. 245,23 一 0. 357， 假定 两 台 机 床 加 
工 零 件 的 长 度 都 服从 正 态 分 布 , 试 求 两 总 体 方差 之 比 oi/ 的 必 
信和 度 为 0- 95 的 置信 区 间 . 

18. 设 有 A、B 两 位 化 验 员 对 某 种 聚合 物 的 含 气 量 用 同样 的 
方法 各 作 10 次 测定 ,由 测量 值 分 别 算得 ==0.5419,s2 二 0. 6065， 
设 总 体 均 为 正 态 分 布 , 求 方差 比 o1/03 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 
加 

* 2227 ， 
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19.， 为 俏 计 一 批 钢 索 所 能 承受 的 平均 张力 ,从 中 在 取 10 根 作 
试验 ,由 试验 算得 平均 张力 x 二 6720(kg/cm?) ,标准 差 s 一 220(kgj 
cm 设 张 力 服从 正 态 分 布 , 试 求 这 批 钢 索 所 能 承受 的 平均 张力 
的 单 伍 置信 下 算 ( 取 置信 和 度 为 0. 95). 

20. 从 某 种 型 号 的 一 批 电 子 管 中 抽出 容量 为 10 的 样本 和 作 寿 
命 试验 ,算得 标准 差 :=45( 小 时 ), 设 整 批 电子 管 的 寿命 服从 正 态 
分 布 , 试 求 这 批 电 子 管 寿命 标准 差 o 的 单 侧 置 信 上 界 ( 取 置 傅 度 为 
QO. 952. 


* 2B * 
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第 八 章 ”假设 检验 


假设 检验 是 数理 统计 学 的 另 一 类 重要 的 统计 推断 问题 ,这 一 
类 问题 不 是 公用 参数 估计 的 方法 就 能 得 到 解决 的 . 本 章 主 要 介绍 
正 态 总 体 参 数 的 假设 检验 ,以 及 关于 总 体 分 布 的 假设 检验 . 


3 8.1 假设 检验 的 基本 概念 


假设 检验 的 思想 有 操 类 似 于 数学 中 的 "有 反 证 法 ”, 它 是 对 总 体 
某 一 方面 的 情况 作 某 种 假设 ,然后 根据 所 得 样本 ,检验 这 个 假设 是 
否 成 立 . 下 面 通 过 例子 说 明 候 设 检 验 的 推理 方法 ， 


ee \ 假 设 检 验 的 推理 方 法 


先 介绍 数理 统计 学 的 一 则 趣闻 . 据 传 , 正 是 这 个 故事 中 所 发 
生 的 事情 ,触动 了 统计 学 者 的 灵感 ,提出 了 假设 检验 的 思想 ,逐步 
发 展 .完善 ,成 为 统计 学 的 重要 方向 . 
在 很 久 以 前 的 一 次 有 各 方 人 士 参加 的 社交 梨 会 中 ,一 位 女士 
为 活跃 气氛 ,声称 她 能 区 分 在 熬 好 的 咖啡 中 ,是 先 加 奶 后 放 糖 ,还 
是 先 放 糖 后 加 奶 . 众人 不 信 , 于 是 有 爱 次 热 册 的 人 和 弄 来 8 杯 加 了 
奶 ` 放 了 糖 的 车 啡 请 该 女士 鉴别 ,结果 判断 正确 7 杯 ,错误 1 杯 . 
多 数 人 承认 该 女士 的 鉴别 能 力 ; 一 些 爱 起 哄 的 人 却 认为 既 有 鉴别 
能 力 应 该 都 说 对 ,7 对 1 错 的 结果 是 里 蒙 出 来 的 ;争执 不 下 . 正好 
也 出 席 聚 会 的 一 位 统计 学 者 ,灵机 -- 动 , 写 出 了 如 下 的 推理 思路 : 
候 设 该 女士 是 旧 蒙 ,每 一 杯 逆 啡 能 请 正确 的 概率 是 去 ,而 8 杯 咖 啡 
请 对 7 杯 及 7 杯 以 上 的 模 率 是 ci 增 ]| 1 一 却 j+[ 二 ] = 起 = 


* L220 + 
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0.0352. 此 时 ,只 能 有 两 种 结论 :多 承认 该 女士 确 有 鉴别 能 力 , 即 
特定 所 作假 设 ;四 坚持 所 作假 设 , 但 间 时 必须 接受 发 生 了 一 件 概率 
为 0. 0352 的 小 概率 事件 这 一 事实 . 后 者 与 概率 论 中 小 概率 事件 
实际 不 发 生 原 理 相 了 矛盾 ,故我 们 应 采纳 前 一 个 结论 . 

运用 这 祥 的 思路 ,我 们 建立 它 的 统计 模型 : 

设 六 /二 该 女士 对 第 i 杯 咖 只 判断 正确 的 杯 数 ,一 1;2，…8. 


显然 
Re 1 第 : 杯 判 断 错 误 ; 
1 第 i 杯 判断 正确 
设 该 交 士 判断 正确 的 概率 为 PP; 于 是 ,入 1， 信 ;，"… 入， 的 总 体 分 布 律 
为 
下 dD 1 
P 1l—p p 


如 果 该 女士 没有 鉴别 能 力 , 则 二 过; 如 果 该 女士 确 有 鉴别 能 力 ， 
则 p 滨 却 . 为 此 ,我 们 提出 统计 假设 
Hosp 一 村 Hi:p > 广 (8. 1. 1) 
这 是 两 个 对 立 的 假设 . 假设 H。 称 为 原 假设 或 零 假设 ,而 假设 如 
称 为 对 立 假设 或 备 择 候 设 . 对 立 假 设 搭 述 的 内 容 与 原 假设 对 立 ， 
它 作为 备 择 假设 的 含义 是 ,在 假设 检验 问题 中 ,否定 原 假设 后 , 则 
选择 对 立 假设 的 结论 
根据 检验 问题 的 具体 情况 ,确定 适当 的 统计 量 去 检验 所 作假 
设 是 否 成 立 . 对 上 述 问 题 ,以 那 位 女士 判断 正确 的 总 杯 数 > X。 


去 检验 H。:p 一 六 是 否 成 立 . 当 HH 成 立时 ，>) Xi~B| 8, 广 |- 


这 种 为 检验 一 个 假设 所 使 用 的 统计 量 , 称 为 检验 统计 量 , 由 检 
验 统 计量 导出 一 个 对 五 成立 不 利 的 小 概率 事件 ,由 于 
”230， 


PDF 文件 使 用 'p 妆 FCO 并 用 也 术 信 时 "wT ne nt Eom tn ee 


P\ X27)=0. 0352, 小 概率 事件 居然 发 生 了 ,于 是 措 绝 原 假设 
H,. 
以 下 的 例子 ,说 明了 假设 检验 问题 的 一 些 提 法 . 
例 8.1.1 某 加 工厂 用 一 台 包 装机 包装 其 产品 ,额定 重量 每 
袋 500 克 ， 这 人 台 包 装机 存在 随机 误差 ,正常 情况 下 它 包 装 出 的 产 
品 重量 服从 正 态 分 布 NC(500,157). 某 日 开工 后 ,随机 机 取 它 包装 
的 9 能 产品 , 称 得 重量 为 (单位 ; 克 ): 
97 .506,518,.024, 4908 ,511,520,515,512 
问 这 天 包装 机 工作 是 否 正常 ? 
这 个 问题 ,所 谓 包装 机 是 否 工 作 正常 , 即 是 对 正 态 总 体 Np， 
152) ,检验 产 是 否 等 于 500 克 ( 因 为 是 同一 台 包 装机 ,可 认为 方差 
不 变 ) ,为 此 ,提出 很 设 ， 
Hur = S00; Hn 500 (8B. 1.2) 
| 太一 A 
选 定 检验 统计 量 U 一 二 二 二 ,这 里 叉 一 语 >)X 是 对 应 于 上 述 9 
个 样本 值 的 样本 均值 , 当 假 设 五 。 成立 时, 检验 统计 量 
1 一 AD,17)， 
例 8.1.2 对 某 厂 的 产品 随机 抽查 10 批 , 测 得 不 合格 品 率 
(多 ) 如 下 ， 
了 
问 是 否 可 以 认为 该 厂 产品 不 合格 品 率 服 从 正 态 分 布 ? 
设 这 10 个 数据 是 来 自 总 体 分 布 为 FCz) 的 样本 及 1，X。，…， 
Xw 的 样本 值 ,这 个 问题 即 是 检验 如 下 假设 : 
HoF (rr) = 四 (AGED HrF(r) A Pryr oo) 
£8. 1. 3) 
是 拒绝 还 是 接受 Hs; 这 里 Cx;4005) 为 NCp,0)) 的 分 布 函数 . 
这 祥 ,我们 看 到 了 三 种 很 设 式 (8.1.12) 一 (8.1.3)， 假设 式 
(8. 1. 1) 和 式 (8. 1. 2) 是 关于 总 体 人 参数 的 假设 ,相应 的 检验 称 为 参 
"3 * 
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数 的 假设 检验 ; 式 (8. 1. 3) 是 关于 总 体 分 布 的 假设 ,相应 的 检验 局 
于 非 参 数 假 设 检验 ,我 们 将 在 3 8. 3 中 讨论 ，. 

而 假设 式 (8. 1.37 和 式 (8. 1.2) 是 参数 的 很 设 检 验 的 两 种 情 
况 , 分 别称 为 参数 的 单 侧 假 设 检验 和 双 侧 假设 检验 这 里 , 单 侧 和 
双 删 的 区 别 , 大 体 上 可 以 这 样 理解 :对 假设 式 (8. 1. 1)， 如果 拒 绝 


Hu:p 一 二 , 则 接受 瑟 :> 寺 ,相当 于 在 数 加 上 ,要 么 户 取 在 点 记 


处 ,要 么 取 在 点 二 的 上 侧 ;而 对 假设 式 (8. 1. 2), 则 相当 于 x 要 么 
取 在 点 500 处 ,要 么 取 在 点 500 的 下 侧 或 是 上 侧 . 因此 ,参数 的 假 
设 检验 是 单 侧 的 ,还 是 双 侧 的 ,通常 是 通过 对 立 假设 厂 , 的 形式 关 
断 . 


二 假设 检验 的 接 党 域 和 拒绝 域 


对 于 一 个 假设 检验 问题 ,根据 问题 的 需要 提出 原 假 设 如 。 与 
对 立 假设 态 ,, 这 是 第 一 步 ;假设 检验 的 目的 是 根据 样本 去 判断 是 
接受 五。 还 是 拒绝 Hi 

使 原 假设 玉 , 得 以 接受 的 检验 统计 量 取 值 的 区 域 4, 称 为 检 
验 的 接受 域 . 使 H, 被 拒绝 的 检验 统计 量 取 值 的 区 域 R 称 为 检验 
的 拒绝 域 ， 接受 域 与 拒绝 域 是 互补 的 ,确定 其 一 即 知 其 二 . 

接受 域 或 拒绝 域 的 确定 ,依赖 于 检验 统计 重 及 其 概率 分 布 - 


,1 R500 
如 对 例 8.1.2, 检 验 统 计量 py 基 上 总体 均值 的 


情 计 ,因此 ,及 的 值 越 接近 于 500, 越 有 利于 愿 假设 日,: = 二 500 的 
成 立 ;而 叉 的 值 离 500 越 远 ,对 HH 的 成 立 越 不 利 . 于 是 ,有 一 个 
合理 的 准则 , 当 | 叉 一 500 | 的 值 超过 一 定 的 界限 ,就 拒绝 右 ,; 否则 
就 接受 妃 .. 那么 ,如 何 确定 这 个 界限 呢 ? 在 假设 检验 中 ,是 依据 小 
概率 事件 实际 不 发 生 原理 来 确定 这 个 界限 的 ， 假 定 我 们 认为 概率 
值 小 于 a 一 0. 05 的 事件 为 小 概率 事件 ,由 于 UU 在 五 ,成 立时 ,服从 
NO,1): 有 
“32% 
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查 表 ;#00 二 1. 96, 因 册 ; 当 检 验 统 讨 量 UU 的 值 tt 小 于 一 1. 96 或 大 
于 1.96( 即 lz 六 1.967 时 ,就 拒绝 五 者 搁 受 于 ,; 就 得 承 扒 发 生 
了 一 忻 小 概率 事件 ;因此 应 拒绝 也 具体 地 ,对 向 8. 1. 2, 计 算出 
2 2444>1. 96, 于 是 , 拒 
绝 五 ,认为 这 天 包装 机 的 工作 不 正和 沉 . 

一 般 情况 下 ,对 于 参数 的 假设 检验 ,通常 是 先 找 出 参数 的 一 个 
良好 估计 ,并 以 这 个 估计 为 基础 构造 检验 统计 量 , 要 求 是 当 原 值 设 
H, 成 立时 能 完全 确定 其 概率 分 布 . 再 确定 检验 统计 量 取 值 于 什 
么 区 域 对 五 。 成 立 有 利 , 取 值 于 什么 区 域 又 对 五: 成 立 有 利 , 进 一 
步 确定 检验 的 拒绝 域 或 接受 域 . 


三 ,假设 检验 的 两 类 错误 和 检 检 水 平 


假设 窗 验 依据 小 概率 事件 实际 不 发 生 原 理 作 判断 ,但 小 概率 
事件 并 非 肯 定 不 发 生 , 因 此 , 值 设 检验 的 结论 有 可 能 犯 销 误 . 
假设 检验 可 能 犯 的 第 一 类 弄 误 是 “ 弃 真 ”错误 :HH 本 洒 是 正确 
的 , 却 被 拒绝 了 .如 果 我 们 在 作 检验 时 ,认为 概率 值 小 于 事先 给 定 
的 <(0<<a<<17 的 事件 为 小 概率 事件 , 则 犯 第 一 类 错误 的 概率 为 
P{ 拒 绝 瑞 ,[ 瑟 ,为 真 } 二 a (8. 1. 4) 
这 个 事先 给 定 的 值 « 称 为 假设 检验 的 显 着 性 水 平 . 
于 是 ,a 的 值 取得 越 小 , 犯 第 一 类 错误 的 概率 就 越 小 ; 那 是 不 
是 & 的 值 越 小 越 好 呢 ? 不 全 是 ,因为 假设 检验 还 可 能 犯 另 一 类 错 
误 . 
值 设 窗 验 可 能 犯 的 第 二 类 错误 是 " 纳 伪 ” 错 误 : 互 。 实 际 上 不 正 
确 , 却 被 接受 了 - 
显然 我 们 项 望 犯 两 类 错误 的 概率 都 尽量 小 , 但 它们 是 互相 下 
盾 的 ,就 好 像 区 间 居 计 中 可 靠 度 与 精确 度 相 互 子午 一 样 . 假设 检 
验 的 通常 作法 是 , 先 保 证 犯 第 一 类 错误 的 概率 a 有 和 较 小 的 值 , 常 取 
* 
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为 0. 05 和 0.01, 有 时 也 用 到 9.001,0. 10 等 值 , 在 这 个 前 提 下 ,使 
犯 第 二 类 错误 的 概率 尽 可 能 小 - 

奇 要 同时 减少 犯 两 类 错误 的 概率 , 则 必须 增加 样本 容量 ,但 相 
应 人 力 \、 物 力 的 付出 也 随 之 增加 . 

综 上 所 述 ,假设 检验 的 一 假 步 曲 是 ， 

1 根据 问题 的 具体 要 求 ,提出 原 假设 五 和 对 立 假设 昌 ，; 

2 根据 互 。 的 内 容 , 选 取 适 当 的 检验 统计 量 , 并 在 互 。 成 立 的 
条 件 下 ,能 确定 检验 统计 量 的 分 布 (或 近似 分 布 )， 

3" 按 问题 的 要 求 选 定 显著 性 水 平 a, 根 据 检 检 统计 量 的 分 布 和 
对 立 假设 瑟 ; 的 内 容 , 确 定 拒绝 域 ; 

4 根 假 样本 观测 值 计算 检 验 统计 基 的 值 ,判断 该 值 是 在 拒绝 
域 还 是 在 接受 域内 ,作出 拒绝 或 接受 五 。 的 检验 结论 ， 


$8.2 参数 的 假设 检验 


在 这 一 节 , 我 们 将 介绍 几 个 常用 的 关于 参数 的 假设 检 检 . 一 
方面 ,它们 本 身 就 是 一 些 重 要 的 检验 方法 : 另 一 方面 ,通过 对 它们 
的 介绍 ,如 深 对 上 节 所 述 一 般 性 概念 和 思想 的 理解 . 


一 , 正 态 总 体 均值 的 检验 


设 式 L 训 py 和" 太 ， 是 从 正 态 总 体 Yo) 中 抽取 的 样本 ， 我 们 
来 讨论 关于 均 假 上 的 假设 检验 问题 . 在 广 用 上 常见 的 是 对 如 下 形 


式 的 假设 进行 检 检 ， 
CI}yHo; 1= pio? Hi; kA no 《8. 2. 1) 
(2 五。 HS pins 五 1 (8. 2. 2) 
(2)Ho: ppm, His pe po (C8. 2, 3) 


其 中 ,jw 是 一 给 定 的 数 . 形 如 式 (8.2. 1) 的 假设 检 检 称 为 双重 检 
检 , 形 如 式 (8, 2. 2).(8. 2. 3) 的 假设 检验 称 为 单 侧 检 验 . 
先 考 虑 双 例 检验 问题 式 (8. 2, 1), 以 玉 佑 计 jp; 考察 卫 一 的 
* 234 。 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint. com cn 


情况 . 直观 上 | 一 po 的 值 越 小 ,与 原 假 设 越 符合 ;反之 ; | 下 一 pul 
的 值 越 大 ,与 对 立 假设 菇 ; 越 符合 . 因此 , 吾 。 的 拒绝 城 是 | 有 一 内 | 
的 值 大 于 一 个 界限 值 的 区 域 . 
1° 总 位 方差 5 已 知 时 
Ajit 
在 原 值 设 日， 成 立时 ,二 了 
(Xpol、,, 
P| BA 了 
得 到 原 假 设 五 。 的 拒绝 域 为 |z | 一 xz 
或 > 
对 于 检验 统计 和 量 服 从 正 态 分 布 的 一 头 假设 检验 , 称 为 已 检验 法 . 
2 总 体 方差 亚 未 知 时 


以 样本 标准 差 S 代 圭 a, 在 原 假设 ,成 立时 ,本 二 
从 zn 一 1) 分 布 ;: 有 
P 


必用) ,有 


> 一 六 


有 一 ps 
S/n 


服 


|X— pl 
S/n 
得 到 原 假 设 Hs 的 拒绝 域 为 |t 全 本 
或 zl> DD 
对 于 检验 统计 基 服 从 :分 布 的 一 类 假设 检验 , 称 为 ! 检验 法 . 

现在 考 虚 单 侧 检 验 同 题 式 (8.2.2), 仍 以 六 估计 疡 ;考察 下 一 
Au 的 值 大 于 一 个 为 正 值 的 界限 值 的 区 域 . 同时 ,可 以 证 明 ,检验 
问题 式 (8. 2. 2) 与 如 下 的 检验 问题 

Ho :A= jth? H'sp > po (8. 2. 4) 
有 相同 的 拒绝 域 . Won i aA 2. 4) 讨 论 其 拒绝 域 . 
了 ,一 一 一 所 Ho ;p= 1 

当 总 体 方 莽 人 已 郑 时 a 二 二 jw 成 立 的 条 忻 

下 ;服从 NO,1); 有 


人 好 Cn 一 5|= a 


* 230* 
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2 从 Fo 牙 立 
. | “|= 
得 到 检验 问题 式 (8. 2. 4) ,也 是 检验 问题 式 (8. 2. 2 的 拒绝 域 为 
于 人 to 


或 工 一 po 全 Er 


当 总 体 方差 未知 时 ,T= 之 一 给 在 巨 , :pz 一 Am 成 立 的 条 件 


S/n 
下 ; 服 愉 tin 一 1), 有 
如 一 
S7 A 
得 到 检验 问题 式 (8. 2. 4) ,也 是 检验 问题 式 (8. 2.2) 的 拒绝 域 为 
to ttn Co 1) 
或 zh> hn 1) 
类 似 地 ,检验 问题 式 (8. 2. 3) 与 检验 问 是 
Ho :A Hn Hip po (8. 2. 3) 
有 相同 的 拒绝 域 . 它们 的 过 检验 法 拒绝 域 是 
下 
它们 的 上 检验 法 的 拒绝 域 是 
ft < tro 1) 

例 8.2.1 有 一 种 元 件 , 要 求 其 平均 使 用 寿命 不 得 低 于 1000 
《小 时 ), 现 从 一 批 这 种 元 件 中 随机 抽取 站 件 ; 测 得 其 使 用 寿命 的 
样本 平均 值 z 一 90( 小 时 ) ,样本 标准 差 ;一 100( 小 时 ). 以 往 长 期 
的 观测 表明 该 种 元 件 的 寿命 服从 正 态 分 布 , 间 这 批 元 件 是 否 可 认 
为 合 档 (a 二 0. 05)? 


Fa in Oo 1) 


解 按 题 意 , 需 检验 
Ho: ps 2 1000, H) 0 
现在 ,n 一 25, 总 体 方差 未 知 ,检验 统计 景 了 一 了 7 ， 原 假设 如 
和 
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的 拒绝 域 为 


£ — 1000 <— C24) 


查 表 ,tu(243 一 1.74309, 由 已 短工 一 950,5 一 100， 有 


T1000=— 50 到 一 x1.7109 一 一 34.218 


M25 
所以 ,拒绝 五 。 即 认 为 这 批 元 件 不 合格 . 


二 、 两 个 正 态 总 体 均值 差 的 检验 


设计 1 :天 -是 从 正太 总体 Nmya 中 抽出 的 样本 57i， 
YY 是 从 正 态 总 体 六 (mo 中 摘出 的 样本 ,两 组 样本 相互 
独立 , 为 比较 两 个 总 体 的 均值 是 否 有 显著 的 差异 ,最 常见 的 是 检验 


如 下 的 几 个 假设 : 
《1 五 同一 1 一 站 五: 后 一 天 0 (8, 2. 6) 
C2IHo: a — pO HT— Ha 0 (8. 2.7) 
CA Ho — p20 HH: — 0 (8. 2. 8) 


对 这 三 个 检验 问题 的 所 有 讨论 与 前 一 小 节 没 有 本 质 区 别 , 只 
是 形式 略 有 不 同 . 以 苹 和 了 分 别 记 两 组 样本 的 样本 均值 ,; 则 六 一 
了 为 钙 一 卢 的 估计 .对 于 检验 问题 式 (8.2.6) 而 言 ;|X 一 了 | 的 人 秆 
越 小 , 越 符 合 原 假设 瑟 ,; 反 之 ;1X 一 了 | 的 值 越 大 , 越 符合 对 立 假设 
五 ;. 同时 ,对 于 检验 问题 式 (8. 2. 7)、(8.2.8), 世 都 有 类似 的 情 祝 . 
1* 当 总 体 方差 过 和 史 均 已 知 时 
对 于 检验 问题 式 48. 2. 6 ， 在 互 o: 巾 一 上 一 0 成 立时 ,有 
-人 一 咏 一 (由 一 和) (区 一 了 ) 


和 
/下 |， 严 J/ 有， 
于 1 ?2 所 1 这， 
得 到 原 假设 Ho 的 拒绝 域 为 |v |>x 
二 吧 
或 | 他 一 多 | >ur 
中 237 家 
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而 对 于 检验 问题 式 (8.2, 7) , 它 与 检验 问题 
Ho :ph — ps = 0, Hi:m— p> 0 (8, 2, 9) 
有 相同 的 拒绝 域 ,为 # 一 ze 


起 一- 
还 有 检验 问题 式 (8. 2.8) , 它 与 检验 问题 


2 — ps = 0, Him— p00 (8.2.10) 
有 相同 的 拒绝 域 , 为 # 二 一 xu。 


误 zy<— w+ 
上 述 几 个 检验 称 为 两 样本 芝 检验 法 . 
2* 当 总 体 方差 和 史 均 未 知 , 但 ci 一 中 =c 时 
记 
S2 = — DS1 + tn — 1)5#] 
1 由 二 
-TL 一 其 :十 2 一 7): | 


以 35 代替 上 面 避 中 的 四 和 喧 , 得 检验 统计 量 
本 (RY Cm 一生) 


re 
在 原 假 设 Ho: 一 j= 二 0 成 立时 ;有 
了 一 XY 
Sw 二 十 二 
得 到 检验 问题 式 (8. 2.6) 的 拒绝 域 为 
上 | >ts tmntTns—2) 


ee 1 |] 
或 [zx—y|>suts (m+ns— 2) Re 
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类 似 地 ,还 有 检验 问题 式 (8. 2. 7) 本 48. 2. 9) 的 拒绝 域 为 
t > fn 二 Hs 一 2) 


成 人 
nN > 


而 检验 问题 (8.2. 8) 与 (8.2.10) 的 拒绝 域 为 
ft (ni nO— 2) 


或 Sn | 
Ry Ns 


土 述 这 几 个 检验 称 为 两 样本 上 检验 法 ， - 

归纳 起 来 ;对 于 正 态 总 体 均值 的 假设 检验 问题 ,无 论 是 两 个 总 
悼 还 是 单个 总 居 , 当 疙 悼 方差 已 知 时 ,使 用 乙 检验 法 ; 当 总 体 方 差 
未 知 时 ,使 用 上 检验 法 . 

例 8.2.2 甲乙 两 三 生 产 同 一 种 产品 ,其 质量 指标 分 别 服 从 
正 态 分 布 Nm ) 和 No)， 现 从 这 两 个 厂 分 别 抽取 出 若 于 
件 产 品 ; 测 得 其 该 项 质量 指标 值 为 

四 三 (xr :2.74,2.75,2,72,2,69 

Sl yj:2.752.78,2, 74,2. 7632. 72 
试 通过 这 些 数 据 检验 这 两 厂 产 品质 量 差 别 是 否 显 著 ， 

对 于 这 种 问题, 直观 土 好 像 也 可 以 简单 地 胃 悄 计 的 方法 去 处 
理 : 甲 厂 样 本 均 像 + 二 2.725, 乙 厂 样 本 均值 y=2.75, 因 y>>x, 从 
所 抽样 本 看 , 乙 厂 产品 质量 优 于 甲 厂 . 但 这 样 的 结论 还 不 完全 令 
人 信服 ;因为 这 个 差距 也 可 以 是 因为 抽样 的 随机 性 而 来 ;不 一 定 反 
映 本 质 . 

如 果 用 假设 检验 来 处 理 这 个 问题 , 则 可 检验 如 下 的 值 设 

Ho 一 £2 = 0, 有 一 Pa 了 天明 

对 于 本 例 ,m 一 4,w2 二 5, 检 验 统计 量 为 


六 一 到 一 了 


1 1 
> 4 D 
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总 Ti 成 立时 :TT--27), 原 假设 TI 的 拒绝 域 为 


一 一 1 1 
Ix—y| > sf (7)A| 妆 十 二 


我 们 取 a=0. 05 ,者 表 得 to.0ws C7) 二 2. 3646. 计算 出 工 一 2.725,3 一 
2.75, 而 


] 4 加 5 四 
re 一 <) 十 人 > 一 2 


二 二 (0. 0021 十 0. 002) 一 0. 0242 
ee /1 ,1 
ix — y|=0.025 < 0.03839 = st#(7 T+ 与 


放 接 受 豆 o, 即 认为 这 两 个 厂 的 产品 质量 没有 显著 的 差别 

关于 两 个 正 态 总 体 均 值 的 比较 ,最 后 再 简要 说 明 在 应 用 上 也 
较为 常见 的 所 谓 配对 检验 "问题 . 有 时 ,我 们 会 过 到 不 相互 独立 
的 两 个 总 体 六 (mso 和 (mao 不 能 再 用 上 述 的 方法 检验 内 
和 jp 的 差异 , 此 时 可 以 在 相同 的 条 件 下 ,同时 对 两 个 总 体 抽 样 , 得 
至 成 对 的 梓 本 (Xi 一 1 2 由 正 态 分 布 的 性 质 , 可 以 将 
对 应 样本 之 差 (X; 一 了 ) ,i 二 1,2,*…4n 看 作 来 自 基 一 个 正 态 总 体 
NA ) 的 样本 ,这 里 下 一 站 一 局 :加 不 但 与 中 和 到 有 关 , 还 与 
相应 的 协 方差 有 关 , 可 视 其 为 未 知 . 这 样 就 将 对 五 o: 和 一 各 一 0 这 
个 两 总 体 的 检验 问题 ;转化 成 为 单个 正 态 总 体 均 值 的 检验 问题 
Ho :一 0, 共 体 的 过 程 不 再 歼 述 . 


三 , 正 态 总 体 方差 的 检验 


这 里 关于 方差 的 检验 ,包括 一 个 正 态 总 体 方差 的 检验 和 两 个 

正 态 总 体 的 方差 之 比 的 检验 . 正 态 总 体 方差 的 检验 在 应 用 上 尽管 

较 均 值 的 检验 稍 少 一 些 , 但 也 有 一 些 比 较 重要 的 应 用 . 例如 ,一 种 
* ZA40 + 


于 是 
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位 器 或 一 种 测定 方法 .总 是 存在 或 大 或 小 的 . 非 人 为 因素 能 控制 的 
谢 差 ,因而 需要 检验 其 精度 是 否 达 到 某 种 界限 ; 当 一 种 产品 的 质量 
出 现 过 大 的 波动 时 ,往往 需要 检验 它 的 方差 ;两 总 体 两 个 方差 相等 
的 检验 是 两 样本 上 检验 法 揭 前 提 条 件 ,因而 有 时 在 运用 两 样本 作 :; 
检验 法 之 六 ,应 先 检 验 是 否 可 以 认为 方差 相等 5 如果 需要 的 话 ). 

下 面 分 别 就 一 个 总 体 和 两 个 总 体 进 行 讨论 . 

1 一 个 正 态 总 体 的 情 祝 

民 DF 是 从 正 态 总 性 CE 中 抽出 的 样本 参 
数 叶 未 知 ,rz 可 以 已 知 ,或 者 未 知 . 设 o# 为 给 定 的 数 ,通常 是 提出 


以 下 几 个 检验 问题 ; 
Cl)Ho:o:=—at, Ho 《8. 2. 11) 
(22H:rer, Horos 《8, 2, 12) 
(3)Ho: om, Heo (8, 2. 13) 


未 知 参数 的 无 偏 估计 是 8:, 考 察 守 之 比值 的 情况 . 对 于 检 
验 问题 (8. 2. 11) , 当 原 假设 H。 成 立时 ,有 
GD ~ 1) 


并 且 (z 一 1) 员 之 值 弃 不 会 太 大 ,也 不 会 太 小 ， 因此 ,我 们 以 


Co 一 1 号 为 检验 统计 量 ,注意 这 是 参数 & 未 知 的 情况 . 当 参 数 x 


为 已 知 时 ,二 CX, 一 1)? 是 的 无 偏 信 计 ,我 们 以 训 > Cr 一 
为 检验 统计 量 , 当 HH, 成 立时 , 它 服从 Xn). 其 余 的 说 明 及 往 
下 的 步 匠 均 与 上 未 知 时 相仿 ,请 读者 自己 完成 

由 于 达 分 布 不 是 对 称 分 布 ,我 们 需要 找 出 两 个 上 侧 分 位 点 ， 
以 确定 原 假设 刀 的 拒绝 域 容易 发 现 ,检验 统计 量 ( 一 1) 守 之 
值 过 大 或 过 小 ,都 不 符合 鼠 。 的 内 容 ,因此 ,得 到 检验 问题 式 
《8. 2. 11) 的 拒 和 化 域 为 

" 24d1l* 
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et 


2 2 
织 一 D 融 > 条 t 一 号 或 一 DD 训 达 车 一 1 


类 似 地 , 单 侧 检 验 问 题 (8. 2. 127 与 检验 问题 
H,' yo = ot, Hi > 
有 相同 的 拒绝 域 ,为 
(一 DD 等 >Wn 一 


检验 问题 式 (8. 1. 13) 与 检验 问题 
Hra—o, Hy:ir < om 


有 相同 的 拒绝 域 , 为 
加 一 有 于 二 桩 一 了 


5 
o 
上 述 检验 方法 称 为 * 检验 法 
2 两 个 正 态 总 体 的 情况 
诬 芝 1; 太 2， ;和 YY 分别 基 从 正 访 总 体 NU: 
中) 与 Ntpes02) 中 抽出 的 样本 ,并 且 丙 组 样本 相互 独立 ,样本 方差 
分 别 为 51 和 53. 通常 有 以 下 几 种 形式 的 检验 同 题 ; 


Cl)H:0i = oi， 万 :天 起 (C8, 2. 14) 
(2) Ho: Hos, Hoi>o (CB. 2. 15) 
(3) Ho oi 2, 五 | :01< ‘8. 2. 16) 


当 参 数 如 和 ps 未 知 时 ,分 别 以 Sf 和 估计 及 和 四 ,考察 比 
值守 的 情况 . 对 于 检验 问题 式 (8. 2. 14), 当 原 假设 五, 叶 一 吗 成 
立时 ,有 

Sf/af ss3 

S/n 
因此 ,以 一 完 为 检验 统计 量 . 原 假设 HH。 成 立时 ,统计 量 的 值 
应 在 1 的 附近 ,因而 ,F 的 值 过 大 或 过 小 ,都 不 符合 原 假设 互 。 由 
于 忆 分 布 也 不 是 对 称 分 布 ,需要 确定 两 个 分 位 点 ,以 得 到 Ho 的 拒 

* 


~— Fin 一 :ra 一 1) 
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绝 域 ,从 上 面 分 析 , 容易 确定 检验 问题 式 (83. 2. 14) 的 拒绝 域 为 
3 be Fe tn 一 | a ~ 1) 或 并 < sn = 1,n, =— 


而 单 侧 检验 问题 式 (8. 2. 15) 与 检验 问题 
一 


具有 相同 的 拒绝 域 ;为 
3 > Fel 一 小 1 = 12 


由 于 对 与 有 的 对 等 地 位 ,交换 它们 的 位 置 , 即 得 到 检验 问题 
式 (8.2.16) 及 检验 问题 
Ho":0? = oz 于 :01 < 0 
的 拒绝 城 为 
号 > Fn 一 1 好 1 — 1» 
当 参 数 A 和 各 已 知 , 以 


“1 
2 Ki 
r=1 位 a 


"2 
ZY; — £2)? 


为 检验 统计 量 , 请 读者 有 己 完成 .上述 检 验方 法 称 F 检验 法 . 

例 8.2.3 茶 工厂 生产 的 产品 其 不 合格 品 率 长 期 保持 为 服从 
方差 到 一 0 0036 的 正 态 分 布 - 菜 日 质 检 员 似 乎 感觉 不 合格 品 率 
波动 较 以 往 大 , 即 随机 抽取 了 一 个 容量 "一 23 的 样本 ,计算 得 样本 
方差 之 值 一 0. 0059. 试 在 显著 性 水 平一 0.10 下 ,检验 该 日 产 
品 不 会 格 品 率 的 波动 较 以 往 是 否 显著 地 变 大 ? 

解 ”根据 题 意 , 即 是 在 显著 性 水 平 < 一 0. 10 下 ,检验 

Ho = 0.0036, Hi > 0.0036 
由 于 n 二 23, 故 检验 统计 量 当 原 假设 Ho 成 立时 ,有 
7? . 


i+ = Di 2X go 


也 
0.0036 ~ * (22) 


“243% 
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计算 检验 统计 量 之 值 为 22X Trans 一 36. 0556; 
查 表 ,得 到 (mn 一 1) 一 X10(22) 一 30. 813; 
于 是 ,有 (1— D>) 
因此 ,可 以 认为 该 厂 这 一 天 产品 不 合格 品 率 波 动 较 以 往 显 著 变 大 . 

例 8.2.4 对 于 例 8. 2. 2 检验 其 事先 认定 两 个 厂 产品 质量 指 
标的 方差 相等 的 假定 是 否 合理 (a 二 0. 05)? 

解 ” 根 据 题 意 ,; 设 甲乙 两 厂 产 品质 量 指 标的 方差 分 别 为 3 
和 到, 即 要 对 检验 同 题 

Ho = 0% 五 1501 天 于 
在 显效 性 水 平 二 0.05 下 进行 检验 . 由 例 8.2.2 中 给 出 的 样本 
值 ; 有 
ni 一 dy = 0. 0007;n; = 5 ,ss = 0., O005 

当 原 假设 五 。 成 立时 ， 人 


0 »4) 


0. 0007 _ 
查 表 ,得 到 Fo ost3,4)=9., 98, Fo ars (3:4) = 
0. 0622, 由 于 


| 1 
Po ostds3) 15.10 


Fo 9st3 sd) < 辣 < oosf34) 
a 


因此 ,接受 原 假设 总 。 印 可 以 认为 关于 两 个 三 产品 质量 指标 的 方 
差 相 等 的 假定 是 合理 的 . 


四 、 大 样本 检 检 方法 


在 上 面 介 绍 的 检验 方法 中 ,当当 假设 寺 , 成 立时 ,都 能 确定 有 
关 检 验 统 计量 的 精确 分 布 , 并 据 此 在 给 和 定 的 显著 性 水 于 4 之 下 ; 决 
定 相 应 检验 问题 的 拒绝 域 . 
，244 。 
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但 在 不 省 的 问题 中 ;找到 了 比较 澡 理 的 检验 统计 量 ,而 其 精确 
分 布 却 求 不 出 . 这 时 ,往往 借助 于 其 极限 分 布 ， 看 如 下 的 例子 . 

例 8.2.5 设 Xi,X2，… XX。 和 六 1,Y，，…,Y,, 分 别 是 来 自 正 看 
总 体 和 NCpa, 中 ) 和 WNCpw, 喧 ) 的 样本 ,县 两 组 样本 相互 独立 . 参数 
A 和 jo 全 都 未 知 ,不 假定 i 与 吕 相 等 . 要 检验 

Ho = tt: Hi fo 

也 可 以 考 辜 单 侧 检验 的 情形 ,请 读者 目 己 完 成 . 

由 正 态 分 布 性 质 ,. 有 


ee 
有 


Fe 


但 号 和 吕 未 知 ,不 能 据 此 确定 检验 统计 量 , 以 df 各 的 一 致 .无 
偏 估计 ,样本 方差 Sf 和 53 代替 它们 ,得 到 
站 RD)~ Ua p) 


了 的 精确 分 布 很 复杂 ;但 它 的 极限 分 布 是 入 (0;1) ,因此 , 当 吉 、n， 
都 足够 大 时 ,我 们 以 NK0,1 作为 了 的 分 布 , 并 由 此 确定 出 原 假设 


HH 的 拒绝 域 为 |:| = -> >us. 
并 | 中 
Ni 于? 


它 吕 
2 /时 | 吕 
或 Iz >y|>us i 


对 于 大 样本 检验 ,其 近似 的 意义 体现 在 ;对 于 给 定 的 显著 性 水 
平 a;, 纵 出 的 检验 法 的 实际 术 平 与 a 有 差 中 - 这 是 由 于 精 兢 分 布 
与 近似 分 布 之 间 有 差异 . 但 是 由 于 在 很 多 请 况 下 , 无 法 找到 形式 
简单 .便于 应 用 的 精确 分 布 , 因此 ,大 样本 方法 在 数理 统计 学 中 此 
有 不 可 缺 少 的 重要 地 位 - 

有 时 ,检验 统计 基 的 精确 分 布 也 是 知道 的 ,但 当 样 本 容量 太 
大 时 ,计算 困难 ,我 们 往往 也 以 形式 较 简 单 的 极限 分 布 去 代替 它 ， 

+ 2450 + 
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下 面 是 这 样 的 例子 
例 8.2.65 某 供 应 公司 与 用 户 商定 ,供应 的 产品 次 品 率 不 超 
过 1 多 即 视 为 合格 , 验收 每 一 批 产 品 时 从 中 随机 抽取 200 件 进行 
检查 ,试用 假设 检验 方法 确定 恰当 的 验收 方案 (a 一 0, 05). 
直观 ,简单 地 看 这 个 问题 * 次 曲率 不 超过 19 ,200 件 产品 中 次 
品 数 不 应 超过 2 忻 , 重 由 于 摘 样 的 随机 性 , 即 司 次 品 率 不 超过 
1% ,次 品 数 也 可 能 超过 2 件 , 那 么 ,次 晶 数 以 禾 少 个 为 限 呢 ? 我 们 
检验 如 下 的 假设 : 
Hoip EV.01, Hi:p > 0.01 
这 里 ,p 为 产品 的 次 师 率 ， 
设 卫 是 200 件 产品 中 的 次 品 个 数 , 则 一 BC(200,p),， 显然 ， 
的 值 越 小 , 越 符 合 原 假设 五 。 的 内 容 , 友 之 ,和 的 值 越 大 , 越 符合 
对 立 假 设 五 :- 然而 ,尽管 能 确定 生 的 精确 分 布 ,对 于 较 大 的 ,二 
项 分 布 的 计算 比较 困难 ,不 便 确定 拒绝 域 . 由 中 心 极限 定理 , 若 总 
一 BB(n, 户 ); 当 +n 很 大 时 ,有 
六 一 np 、 
提 似 服从 (90,1) 
—200xX0.01 


对 于 本 例 ; 即 以 一 宇 


olo 攻 检验 统计 量 ,得 康 假 设 HH。 


的 拒 牧 域 为 
其 一 ? 
zw 即 碟 六 2 十 1.645、/ 1 人 一 4,315 
VT ! 


因此 , 当 抽 检 200 件 产品 中 次 品 数 超 过 4, 则 要 拒 收 该 批 产 品 ; 次 
蜗 数 不 超过 4, 就 没有 足够 的 理由 拒绝 ,应 于 接收 . 


y8.3 分 布 的 假设 检验 
根据 样本 来 检验 总 体 服 从 某 种 类 型 分 布 的 假设 ,是 本 节 的 主 


要 内 容 , 介 绍 拟 合 优 度 检验 法 . 
“246。 
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拟 合 优 度 检 验 是 为 检验 观察 到 的 样本 数据 是 否 与 某 种 理论 分 
布 符合 的 一 种 方法 . 例如 ,为 考察 某 一 产品 的 质量 指标 而 打算 采 
用 正 态 分 布 的 模型 ,或 考察 一 种 元 件 的 寿命 而 打算 采用 指数 分 布 
模型 ,等 等 . 尽管 可 能 有 一 些 理论 或 经 验 上 的 根据 ,可 以 帮助 我 们 
选择 相应 的 模型 ,但 所 作 的 假定 究竟 是 否 可 行 ,往往 需要 通过 样本 
进行 检验 . 

具体 地 培 , 设 区 :和 是 抽取 上 自 某 个 总 情 的 样本 ,现在 
是 要 依据 它们 ,检验 ”总体 分 布 是 某 已 知 分 布 " 这 样 的 假设 能 否 被 
接受 ,这 里 所 培 的 “ 某 已 知 分 布 " 可 以 是 一 个 完全 确定 的 概率 分 
布 ; 也 可 以 是 一 个 只 知道 分 布 的 类 型 而 不 知道 其 中 参数 值 的 分 布 . 
这 种 检验 就 是 拟 合 优 度 检验 ,我 们 介绍 著名 的 * 检验 法 . 


一 ,理论 分 布 完 全 已 知 且 只 取 有 限 个 值 


这 征服 简单 的 一 种 情形 ,认为 总 体 分 布 为 只 取 有 限 个 值 , 且 分 

布 完全 已 知 的 离散 型 分 布 , 即 检验 如 下 的 原 假 设 豆 。 蚌 否 成 立 : 
吾 ,: 总体 分 布 律 为 Pi = 二 a} 一 页 二 一 12 
(8,. 3,1) 

其 中 ,ai 与 pi 均 为 已 知 , 日 pj 守 0,1 一 1,2 ,7 此. 

颁 六 1 ， 芝 2， 六 荐 从 这 个 总 体 中 抽取 的 样本 ,x + 
是 相应 的 样本 观测 值 ,以 Vi WE TL? Ta I, 中 等 于 ai 的 个 数 ， 考 
虑 样本 量 #= 足够 大 ,由 大 数 定 体 ,zizz，…ze 中 等 于 ai 的 个 数 应 
大 致 为 npi: 我 们 将 np: 称 为 理论 频数 ”, 即 理论 上 认为 x3， 
中 等 于 ai 的 个 数 ,而 把 vw 称 为 经验 频 数 ”, 即 实际 上 的 个 数 . 
如 下 所 示 ， 


显然 ,理论 频数 与 经 验 频 数 的 差异 越 小 , 则 越 符 合 原 假设 瑟 , 的 内 
* 247 。 
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容 . 国 此 ,要 确定 一 个 适当 的 .能 反映 这 种 差异 的 检验 统计 量 : 类 
国 统计 学 家 KK. 皮尔 进 旬 出 了 如 下 统计 量 
ee » pr (8. 3. 2) 
并 证 明了 如 下 的 重要 结果 : 
定理 8.3.1 如 果 原 假设 i 成 立 , 则 当 样 本 量 = 一 2 时 ,X 
的 极限 分 布 为 自由 度 为 一 1 的 交 分 布 , 即 多 (一. 
这 个 定理 的 证 明 超 出 本 课程 的 范围 ,就 不 作 介 绍 - 给 定 显著 
性 水 平 a; 由 (8. 3.2) 计 算出 检验 统计 量 的 值 叉 , 则 原 假 设 玉 ,的 拒 
绝 域 为 
XY > Rk 1) 
上 述 拒 绝 域 是 基于 检验 统计 量 的 极限 分 布 得 到 的 ,所 以 在 实用 中 
必须 注意 "要 足够 大 . 根据 实践 经 验 , 样 本 容量 = 不 应 小 于 50. 
例 8. 3. 1 一 村 蜗 子 掷 了 120 次 ,得 到 如 下 结果 
出 现 点 数 i | 1 2 3 4 5 8 
出 现 次 数 v | 23 26 21 20 15 ]s 
试 在 < 一 0. 05 下 检验 这 枚 股子 是 否 均 习 、 对 称 ? 
解 设 羡 是 般 子 据 出 的 点 数 . 最 子 均 习 、 对 称 , 印 可 认为 总 
体 分 布 为 P{X=j 二 二 ,i 二 1,2,…,6 于 是 ,提出 原 假 设 


Hy:P{X = = ,i= 12,6 
本 例 中 ,7 二 120, pi; 一 证 ,np: 一 2051 一 1,2,*…,6. 计算 检验 统计 量 
请 
(np: 一 Vi) 
2 me 
. > np: 


之 值 为 尺 二 4.8, 查 表 总 05(5)= 二 11.071>4.8, 故 在 显著 性 水 平 a 
一 0.05 下 接受 原 假设 互 。, 可 以 认为 这 枚 最 子 是 均匀 、 对 称 的 ， 


二 .理论 分 布 科 取 有 限 个 值 但 含有 未 知 参 数 


这 时 的 一 般 形 式 是 ， 总 体 只 有 有 限 个 取 值 dl rd "rd 总 体 
"2148 +" 
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分 布 律 为 
P{A = a Oo pl nd) = 112 

其 中 入 ,… ,如 为 未 知 参数 ,可 在 一 定 范围 内 变化 ,参数 个 数 > 所 
一 2. 例如 ,我 们 知道 总 体 的 取 值 为 0;1,2,…,m, 欲 检验 总 体 分 布 
是 否 为 一 项 分 布 Blm,p) ,其 中 pp 为 未 知 参 数 ,变化 范围 为 0<<p 
1. 

此 时 , 原 很 设 的 一 般 提 法 是 

吾 o; 总 体 分 布 律 为 Pl 二 a) 二 p(w) 二 1 21" 上 

其 中 页, 克 为 参数 员 , 在 其 变化 范围 内 的 一 组 值 . 

检验 这 个 很 设 的 步 又 与 上 面 (一 小 节 相 似 , 只 多 了 一 个 参数 
估计 问题 ， 因 为 我 们 并 不 焊 道 Py :0 的 值 是 多 少 " 遂 沉 采用 i 
,以 的 极 大 但 然 情 计 值 如,…: ,9 代替 参数 真 值 名 ,… ,名 ,这 样 就 
将 该 问题 转化 为 前 面 (一 ) 小 节 已 讨论 过 的 情形 . 仍 以 (8. 3. 23) 为 
检验 统计 量 , 不 过 此 时 的 抽样 分 布 有 一 点 变化 . 

定理 8.3.2 在 一 定 的 条 件 下 ,如 果 原 很 设 好 成 立 , 则 当 样 
本 量 = 足够 大 时 ,由 (8. 3. 2) 确 定 的 统计 量 XX 近似 服从 自由 度 为 
此 一 fr 一 1 的 关 分 布 ; 即 达 ( 估 一 rr 一生. 

这 个 定理 的 条 件 及 证 明 都 很 复 末 ,不 在 此 叙述 了 ， 由 此 结果 ， 
对 给 定 显著 性 水 平 * 原 假设 五 。 的 拒绝 城 为 

>-r— 1) 


三 .总 体 分 布 为 一 般 分 布 


这 里 讨论 的 情形 包括 :总 体 分 布 为 离散 型 ,但 能 取 可 麟 无 穷 个 
值 ,例如 泊 检 分布: 总体 分 布 为 连续 型 ,例如 正 态 分 布 . 指数 分 布 . 

设 避 ,和 是 抽取 自 某 总 体 的 样本 ,要 检验 原 假设 

豆 o: 总 个 分 布 国 数 为 二 (4z) 

其 中 六 (x) 完全 已 知 ,或 者 带 有 未 知人 参数 ,将 其 记 为 F(x; 名 ，…， 
0 ), 

检验 原 很 设 互 。 的 方法 是 ,通过 区 局 划分 将 这 个 问题 转化 为 

49， 
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前 面 已 讨论 过 的 情况 ， 先 说 明 连 续 型 的 巷 体 分 布 , 取 上 一 1 个 数 
-oo<ai<as<…<ac 1 之 十 00, 将 数 轴 { 一 和 ,+ 0) 分 割 为 上 个 
区 闻 :六 一 (一 coyal], 瑟 一 (aa 天 一 (at 十 co). 如 果 总 体 
分 布 鸭 F(T), 则 样本 半 ; 落 入 区间 工 的 概率 p; 为 
p= Fla — F(a ,> 
其 中 了 一 1,2 一 1,2 天 id 一 一 cc 一 二 coco。 以 二 记 样 本 
让 1 上 zs 中 落 大 区 间 天 内 的 个 熬 ,显然 xp 即 为 相应 的 理论 
频数 . 如 果 总 悖 分 布依 有 未 知 参 数 , 即 为 了 (zi 让,…2) 则 先 用 
2 0. 的 极 大 似 然 估计 值 记 ,各 绕 蔡 ,有 
p; = Flasd ,pd) — Fa s0 ,nt) 

这 样 我 们 将 问题 转化 成 为 前 面 ( 一 ).{ 二 ) 小 芒 已 讨论 过 的 情形 ， 
注意 划分 区 间 的 数目 不 能 小 于 r 十 2; 因 为 检验 统计 最 的 近似 
分 布 为 好 (K 一 r 一 1). 

需要 说 明 的 是 ,通过 划分 区 间 , 实 际 上 检验 的 是 男 一 个 假设 
Hy : 

Ho' :总 体 的 值 在 区 间 于 内 的 概率 为 产业 一 天 

如 果 有 厌 假 设 瑟 ,成立 ;显然 Hs 也 成 立 , 因 此 车 拒绝 Ho', 则 更 有 
理由 拒绝 原 假 设 瑟 ,; 反之 则 不 一 定 , 由 五 成立 推 不 出 五。 成立. 
因此 ,在 划分 多 同时 要 尽量 将 人 区间 分 得 很 铅 , 使 总 体 取 值 于 每 个 小 
区 问 工 内 的 概率 都 不 大 ,这 样 ,假设 万 " 与 原 假 设 五 所 包 合 的 内 
容 差 别 不 太 . 但 是 ,为 使 检验 统计 量 大 的 分 布 与 其 近似 分 布 ( 定 
理 8. 3.1 及 定理 8.3.2) 的 差距 缩小 , 又 要 求 划分 区 间 数 且 少 些 ， 
以 使 样本 让, ,站 ;，,… ,XX, 落 在 每 个 区 和 1 的 数目 六 不 致 于 太 小 ， 
通常 要 求 每 个 vi 不 小 于 5. 这 是 两 个 互相 牙 秆 的 要 求 ,在 实际 工 
作 中 ,一 般 处 理 为 ;50 志 za 委 100 时 ,区 间 数 在 取 为 6 一 8;100<2 < 扫 
200 时 污 取 为 9 一 1238200 时 ,可 再 适 当 增 加 ,以 不 超过 15 一 20 
为 宜 . 

对 离散 型 分 布 的 总 体 , 设 它 的 取 值 汐 a 过 aq…… 各 样本 
A ys 中 取 值 为 某 个 A 的 个 数 比 较 堵 { 比如 9 个 以 王 )， 则 

* 250 。 
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将 & 目 成 一 组 ;车 不 然 , 则 将 相 邻 的 几 个 合并 为 一 组 . 分 组 的 数 


目 原 则 上 与 上 述 划分 区 间 相 同 ， 
例 8.3.2 有 一 -最 0,1,2,… 为 什 的 离散 型 变量 ,对 其 进行 了 
2608 次 观测 ,结果 旭 下 所 示 : 
变量 什 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 


观测 频数 | 57 203 383 525 532 408 273 139 45 27 10 4 2 


问 是 否 可 以 试 为 该 变量 服从 说 松 分 布 ? 

首先 是 分 组 . 变量 取 值 0,1,… ,9, 观 测 频 数 都 比较 大 ,可 单 
独 目 成 一 组 .10,11,12 可 合并 为 "大 于 9 的 一 组 ,相应 的 频数 为 
10 十 4 十 2 一 16, 或 者 将 10 也 单独 成 组 ,将 1i,12 合并 为 “大 于 10” 
的 组 ,频数 为 4+ 2 一 6- 我 们 这 里 按 后 一 种 分 法 , 则 有 分 组 数目 
一 12， 

其 次 是 估计 未 知 参 数 . 泊 松 分 布 (0) 的 参数 4 的 极 大 似 然 
慷 计 是 好 ,计算 出 4 的 估计 值 4 一 3. 8704. 

然后 计算 各 组 的 理论 频数 , 除 最 后 一 组 外 ,各 组 的 理论 频数 
分 别 是 

2068 二 et， i = 0,1,.",10 


最 后 一 组 的 理论 频数 为 
2608| 1 — 六 宇和 ee 


fr 一笑 


依次 讨 算出 理论 频数 为 54. 3769 ,210. 4602,407. 2827 ,525. 4489， 
08. 4244, 393. 5612, 253.8732, 140. 3701, 67.9111, 29. 2048, 
li. 3034,5. 7831, 


最 后 计算 出 检验 统计 量 x 的 值 : 
je (57 — 54.3769)* ，(203 一 210. 4602)? | ... 
54, 3769 210, 4602 
十 个 一 一 12.9708 
SD, RSE 
. 251 。 
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对 于 本 题 兴 一 12,r 一 1,12 一 1 一 1 一 10, 故 和 当 总 体 分 布 确 为 泊 松 
分 布 时 ;近似 服从 尖 (10), 取 a 二 0.05, 查 六 分 布 表 ; 有 总 05510)= 
18. 307>12. 9708, 因 此 ;可 以 认为 该 变量 服从 牢 松 分 布 . 

例 8.3.3 一 合 自动 车 床 加 工 某 种 零件 , 任 取 250 个 测 其 长 
度 , 与 规定 尺寸 的 偏差 (单位 :微米 ) 的 频数 分 布 如 下 : 

搞 差 区 间 | 【一 ce ,一 25] (一 25, 一 20] (一 20, 一 15] (一 15., 一 10] 


偏 差 区 间 


频数 26 13 5 ! 


试 检 验 堆 件 长 度 偏差 是 否 服从 正 态 分 布 (a 二 0. 05)? 

首先 将 频数 太 小 的 前 .后 两 个 区 间 并 人 其 相 邻 区 间 . 正 态 分 
布 VCusos? 有 两 个 未 知 参数 上 和 下 ,利用 样本 求 它们 的 极 大 似 然 
估计 值 , 肠 一 .人 一 二 了) Cz 一》 估计 它们 . 由 于 本 例 数据 以 
分 组 形式 给 出 , 没 提供 原始 数据 ,或 者 原始 记录 就 只 记 下 了 相应 的 
区 间 ,这 种 情况 通常 用 公式 

天 一 二 > or J 一 ~ Do Cm, 一 pA)? 
来 计算 . 其 中 ,m, 是 第 ; 个 区 间 的 中 点 ,区 间 合 并 之 前 的 最 左 及 最 
右 的 两 个 区 间 取 其 区 间 长 度 为 相 邻 的 区 间 长 度 . 于 是 ,得 
:二 0.1 0 = 10. 4709° 
利用 这 两 个 估计 值 ,计算 出 各 组 的 理论 频数 
2 
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| 2 -i gp 4;i1 — 0.] | 人 
"64759! | 10.4709 EC 
其 中 ,二 一 二 一 20;4;: 二 一 ]5y wag 一 20,a0 二 十 co0yn 二 


250， 理论 频 数值 依次 为 6.85,11.775,23.2,34.4625,45.7125， 
46. 02,36. 9238,23.6763,12. 205,7. 175, 


计算 出 检验 统计 量 让 的 值 ; 
:8 6857 (ll 11.775) |... 
~ 11.775 
(6 Co 7. 1797° 
F175 一 0. 8587 


对 于 本 例 , 王 10,r 王 2,10 一 2 一 1 二 7, 查 多 分 布 表 ; 难 05(7) 一 
14.057 一 0 8587 ,因此 ,可 以 认为 零件 长 度 偏差 服从 正 态 分 布 : 


38.4 应 用 


一 、 统 计数 据 中 异常 值 的 检验 


爱 看 电视 节日 的 读者 或 许 还 记得 ,在 电视 歌手 比赛 中 ,对 每 一 
位 参赛 歌手 的 得 分 ,都 是 将 各 评委 的 给 分 去 掉 一 个 最 高 分 .去 掉 一 
个 最 低 分 ,再 取 平 均 计 算出 来 的 . 为 什么 要 这 样 做 呢 ? 是 为 了 避免 
个 别 过 高 或 过 低 的 不 谷 理 评分 影响 歌手 的 成 绩 ， 实际 上 ,在 对 数 
据 进 行 统 计 分析 时 ,往往 需要 考虑 是 否 有 异常 值 的 干扰 异常 值 
是 指 样本 中 的 个 别 值 ,其 数值 明显 偏离 其 所 属 样本 的 其 余 观 测 值 . 
弄 常 值 可 能 是 总 体 固有 的 随机 变异 值 的 极端 表现 ,这 种 异常 值 和 
样本 中 其 余 观测 值 属 于 同一 总 体 . 异常 值 也 可 能 是 由 于 试验 条 件 
各 试验 方法 的 偶然 偏离 所 产生 的 后 果 , 或 产生 于 观测 、 计 算 、 记 录 
中 的 和 失误. 这 种 异常 值 和 样本 中 其 余 观 测 值 不 属于 同一 总 体 . 

由 于 舒 常 什 的 岂 现 对 经 典 的 统计 方法 影响 较 大 ;上 比如 ,一 个 偏 
离 严 重 的 异常 值 将 全 常用 的 统计 量 & 的 值 产生 较 大 仿 盖 ,因此 ， 
关于 腊 常 值 的 检验 也 逐渐 成 为 统计 学 中 的 重要 问题 . 

"0d 
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一 旦 样本 观测 值 中 存在 异常 值 ,那么 它 . - 定 基 样本 观测 值 中 
的 最 大 和 值 式 或 最 小 值 环 如 果 同 人 出 不 止 一 个 异常 值 , 则 依次 为 
冬 m-1 或 环 ， 以 此 类 推 ， 构 知 异常 值 的 检验 统计 量 , 通 常 是 按照 
能 描述 样本 极 值 六 或 站 与 样本 主体 之 间 的 差异 的 原则 来 进行 
的 . 例如 ,关于 正 态 分 布 总 体 , 统 计 学 家 格拉 布 斯 (Grubbs) 提 出 
如 下 的 检验 统计 量 


污 一 不 
Go 一 名 全 


Ce 一 ~ 
用 避 w 检 验 极 小 值 芷 用 GG 中 检验 极 大 值 站 6; 基 否 为 异常 值 . 提 
出 了 检验 统计 量 , 然 后 在 不 存在 异常 值 的 藉 假 设 下 ,推导 出 相应 的 
质 样 分 布 并 计算 出 检验 的 临界 值 , 即 可 进行 异常 值 检验 了 . 如 果 
拒绝 原 假设 , 则 判断 相应 的 Xo 或 环 tp 为 异常 值 . 

此 外 ,对 于 一 些 常 见 的 分 布 如 指数 分 布 , 极 值 分 布 等 等 ;都 有 
一 些 统计 学 者 提出 了 异常 值 的 检验 方法 . 我国 还 颁布 了 几 个 关于 
异常 值 检验 的 国家 标准 . 对 于 用 统计 方法 检验 出 的 异常 值 , 应 尽 
可 能 寻找 产生 蜡 常 值 的 技术 上 的 .物理 上 的 原因 ,作为 处 理 异 常 值 
的 依据 . 

处 理 异 常 值 的 方式 通常 有 :和 将 异常 值 保留 在 样本 中 ,参加 其 后 
的 数据 分 析 , 但 对 相应 的 结果 给 予 必要 的 关注 :将 异常 值 从 样 木 中 
划 除 后 ,再 做 数据 分 析 ; 将 异常 值 姑 除 后 ;追加 适宜 的 观测 值 计 入 
样本 ;寻找 产生 异常 值 的 实际 原因 修正 异常 仁 . 一 般 应 根据 实际 
问题 的 性 质 , 权衡 得 失 风 险 , 确 定 处 理 方式 . 

例 8.4.1 射击 16 发 子弹 ,射程 (再 小 至 大 排列 分别 为 
1125,]1248,1250,1259,1273;1279,1285,1285.,1293,1300,1305，, 
1312,1315,1324,1325,1350( 单 位 : 米 ) ;检验 极 小 值 站 一 1125 是 


否 为 异常 值 ,二 0. 01. 
计算 出 工 一 1283 ,5 一 50. 7609. 于 是 有 
1283 一 1123 
《rt16) 50.7609 T7609 = 一 路。 二 下 局 宫 
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a 一 0.0ieus 的 临界 值 4 在 相 竹 的 数 训 可 查 ) 为 2.747 二 3.11268， 
及 此 判断 极 沙 值 1125 为 异 冀 值 . 


二 .符号 检验 


假定 有 甲乙 两 种 牌号 的 同一 产品 ,为 了 比较 大 众 对 两 种 牌号 
的 认同 程度 ,随机 地 挑选 = 个 人 ,每 人 给 以 证 、 乙 两 牌号 的 产品 各 
一 份 ,请 他 们 使 用 后 给 出 评分 . 记 甲 . 乙 牌 号 的 得 分 分 别 为 X， 
;2 +*"™ .0 和 Yi 了 了 和 * 了 .可 选择 的 一 种 办 法 是 将 如; ;人 rr 
入 ,Ys，-… ,分别 看 作 从 正 态 总 体 NCa,o 和 和 NCpiss 中 ) 中 抽 
出 的 样本 , 用 两 样本 * 检验 去 检验 原 假设 互 。:14 一 jw. 这 个 做 法 的 
问题 在 于 :各 人 的 品位 和 打分 尺度 不 同 ,要 求 高 的 评分 大 体 上 要 低 
一 些 ,反之 则 给 得 高 一 些 ,这 不 仅 会 破坏 正 态 性 ,也 会 使 方差 加 
大 而 降低 检验 的 功效 . 另 一 种 办 法 是 作 配 对 检验 ,即将 

x, 二 用， 一 了 一 二 

视 为 单个 正 态 总 体 久 (x 一 所 ,0 7) 的 样本 ,用 单 样本 + 检验 去 检验 
假设 Ho: 雇 一 上 二 0. 出 于 六, 与 Yi; 是 同一 人 人 所 评 出 的 得 分 ;这 种 
合法 部 分 弥补 了 前 一 种 微 法 的 缺点 ,但 并 不 完全 , 因为 ,各 人 在 以 
什么 样 的 分 数 捅 述 两 种 再 号 的 差距 的 尺度 也 并 不 相同 . 感觉 上 是 
辣 祥 的 差 虐 ,也 许 有 人 觉得 5 分 可 以 描述 ,而 有 人 却 可 能 觉得 20 
分 才能 体现 . 这 也 会 破坏 关于 总 体 正 态 性 的 假定 ， 

由 于 这 个 问题 是 比较 两 个 牌号 在 大 众 中 被 认同 的 程度 ,我 们 
只 记录 XX 一 Y, 的 正 , 负 符 号 ,显然 打 “ 十 ”号 的 人 认为 “ 甲 优 于 乙 ”， 
打 “ 一 ”号 的 人 认为 “ 乙 优 于 用 以 记 整 个 大 众 中 认为 “ 甲 优 于 
Zz” 的 人 的 比例 ,显然 若 p 一 懿 . 则 表示 甲乙 两 个 牌号 浴 也 不 占 
优 .以 W 记 n 个 人 中 打 “ 二 "号 的 个 数 , 则 当 假 设 H。:p 二 克成 立 


时 ,W 服从 二 项 知 夺 tn. 二)， 出 此 可 以 确定 两 个 临界 值 甸 和 
be: 如 果 W<b1, 认 为 里 明显 不 如 乙 ;如 果 W 之 64, 认为 甲 明显 优 于 
* On" 
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己 ; 如 宁可 二 玉 志 机 ; 则 认为 两 个 牌号 的 差异 不 明显. 这 就 是 所 请 
的 符号 检验 . 它 的 优点 是 对 样本 六, 和 和 了 Y; 所 来 自 的 总 干 的 分 布 不 
党 要 有 特殊 的 假定 . 这 样 的 检验 方法 在 数理 统计 学 中 称 为 " 非 参 
数 和 检验, 意 指 它 不 包公 只 适用 于 某 种 特定 的 参数 分 布 族 , 而 龙 追 
用 面 更 广泛 的 方法 . 符号 检验 的 缺点 是 丢失 了 区 和 六 这 些 数据 
中 很 天 部 分 信息 量 , 如 果 有 把 握 认 为 参加 评分 的 人 能 比较 准确 把 
握 评 分 尺度 ,那么 用 上 检验 比 用 符号 检验 能 给 出 更 高 的 分 辩 率 
因此 ,是 否 将 共 钵 的 数据 转化 为 符号 ,必须 依据 对 实际 背景 的 这 人 
了 解 懂 出 决定 . 


习 题 八 


1. 从 在 标准 差 r=5. 2 的 正 态 总 栖 中 ,抽取 容量 4 二 16 的 样 
本 ,算得 样本 平均 值 zx 一 27.56, 在 显著 性 水 平 <=0. 05 下 ,能 否认 
为 总 体 的 均值 x=283 
2. 在 正常 生产 情况 十, 某 种 汽车 零件 的 重量 立 一 六 《54， 
0.75), 在 某 日 生产 的 零件 中 任 取 10 件 , 测 得 重量 如 下 (单位 ;市 
斤 ); 
55. 1,54.0,55,. 1 ,53,8,54. 2,52, 1] ,54. 2,55.0,55. 8;55. 3 
如 果 标 准 差 不 变 , 问 该 日生 产 的 零件 其 平均 重量 , 较 正 常情 况 有 无 
显著 差异 ( 显 着 性 水 半 a 二 0. 05)3 
3. 基 种 矿 厂 含 猎 量 和 一 NGar) ,测定 5 个 样品 的 值 (各) 为， 
3. 25，3.27，3. 24 3，26，3.24 
间 在 显著 性 水 平 a=0. 31 下 ;能 否认 为 这 批 矿 砂 的 平均 合 钳 量 为 
3. 25(%)? 
4. 已 知 鳃 的 熔化 点 革 ~ 和 Cp 中) ,进行 5 次 测量 ,得 到 结果 如 
下 世人 0 
1269,1271,1256,1265,1234 
事 显 著 性 水 平王 0,.05 ,是否 可 以 认为 锰 的 熔化 点 是 1260 忆 ? 
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5. 基 电 工 器 材 广 生产 一 种 保险 丝 , 测 最 黄 嫉 比 时 癌 , 焦 通 前 
情况 方差 为 400, 今 从 某 天 的 产品 中 尾 取 容量 为 25 的 样本 ,测量 
熔化 时 间 算 得 平均 值 + 二 62. 24, 样 本 方差 ==404. 77. 假定 熔化 
时 间 关 一 名) 显 看 性 水 平 xs=0.01. 问 这 天 生产 的 保险 经 熔 
化 时 间 的 分 数 度 与 通常 情况 有 无 显 着 差异 ? 

6. 已 知 维 尼 纶 纤 度 在 正常 情 沉 下 服从 正 态 分 布 ; 且 0 二 
0. 048， 有 从 某 天 的 产品 中 尾 取 5 根 纤 维 , 测 得 其 纤 度 为 : 

1. 32,1.55,1.36,1. 40,1. 44 
问 这 天 的 标准 差 是 否 正 常 ( 显 著 性 水 平 a 二 0. 05)? 

7， 测定 某 种 洲 液 的 水 分 ;由 它 的 10 个 测量 值 算得 x = 
0. 452 各 ,s 二 0.037 名 . 设 测量 值 的 总 体 服从 正 态 分 布 , 试 在 显著 
性 水 平 xs 一 0.05 下 ;分 别 检 验 假说 (1)Ho: p20.5;:Hi:p<0.5%; 
(C2)Ho:0 守 0. 04% ,Hi:o<0. 04%. 

8. 为 了 比较 两 种 枪弹 速度 (单位 : 米 / 秒 ), 在 相同 条 件 下 进行 
速度 测量 ,分 别 算 得 样本 平均 值 和 样本 标准 差 如 下 : 

枪弹 甲 :四 一 110, 节 一 2805,51 一 120.513 

枪弹 乙 :和 = 王 100,y 一 2680,5 一 105. 00. 
假定 两 正 态 总 体 方差 相等 ,在 显著 性 水 平 <==0.05 下 , 癌 两 种 枪弹 
的 平均 速度 有 无 显 着 差 卉 ? 

9. 对 两 批 周 类 电子 元 件 的 电阻 (单位 ; 欧姆) 进行 测试 ;各 抽 
取 6 御 测 得 结果 如 下 : 

第 一 批 :0. 140,0. 138,0. 143,0, 141,0. 144,0. 137; 

第 二 批 :0.135,0. 140,0.142,0. 136,0. 138,0. 140. 

已 知 两 批 元 件 的 电阻 都 服从 正 态 分 布 , 取 显著 性 水 平 <=0.05, 试 
检验 : 

《1 两 批 元 件 电阻 的 方差 是 否 相等 ; 

《2) 两 批 元 件 的 平均 电阻 有 无 显著 差异 . 

10. 在 两 个 工厂 生产 的 蓄电池 中 ,分 别 取 10 个 蔓 电 池 测 得 其 
电容 量 ( 单 位 ;安培 小 时 ) 如 下 : 
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三 :140,141,135,142,140,143;138,137,142,137; 

乙 厂 :141,143.139,139,140,141,138,140,142,138. 

试 检验 两 厂 普 电池 的 性 能 有 无 显著 差异 ( 取 显 著 性 水 平 & 二 
0. 057. 

i1. 在 化 工 试验 中 ,可 考虑 温度 对 产品 断裂 力 的 影响 ,在 70 必 
和 80C 的 条 件 下 ,分 别 进行 8 次 试验 , 测 得 产品 的 断裂 力 ( 单 位 : 
公斤 ) 如 下 : 

?770 时 120. 5,18.8,19.8,20.9,21.5,19.5,21.0,21.2; 

80 它 时 :17.7,20,. 3,20.0,18.8,20. 1,19.0,20.2,19.1. 

已 知 产 品 的 断裂 力 都 服从 正 访 分 布 , 取 显 若 性 水 平 "一 0. 05. 检验 
两 种 温度 下 产品 断裂 力 的 均值 和 方差 是 否 相 等 - 

12. 茶 灯 泡 厂 在 采用 一 种 新 工艺 的 前 后 ,各 取 10 个 灯泡 进行 
寿命 试验 . 测 得 新 工艺 前 灯泡 寿命 的 样本 平均 值 为 2460 小 时 , 样 
本 标准 差 为 56 小 时 ;采用 新 工艺 后 灯泡 寿命 的 样本 半 均 值 为 
2550 小 时 ,样本 标准 差 为 48 小 时 . 已 知 灯泡 寿命 服从 正 态 分 布 ， 
到 显著 性 水 平 4=0.05, 问 新 工艺 前 后 灯泡 的 平均 寿命 有 无 显著 
大 恒 ? 

13. (1) 在 第 5 题 中 , 问 该 日 生产 的 保险 经 熔化 时 间 的 方差 是 
否 不 超过 400( 取 显著 性 水 平 一 0.017? 

(2) 在 第 8 题 中 ,检验 甲 枪 弹 的 速度 比 乙 枪弹 的 速度 是 省 显著 
的 大 ( 仿 取 2 二 0.05)? 

《3) 在 第 12 题 中 ,能 否认 为 灯泡 的 平均 寿命 在 采用 新 工艺 后 
有 明显 提高 ( 取 显 著 性 水 平 a 二 0. 01)? 

14， 甲 、 乙 琴 台 机 床 加 工 同一 种 零件 ,分 别 取 6 和 9 个 零件 测 
得 其 长 度 的 样本 方差 分 别 为 叶 一 0. 245,5 一 0. 357. 假定 零件 长 度 
报 从 正 态 分 布 , 问 是 香 可 以 认为 甲 机 床 加 工 的 精度 比 乙 栅 床 高 ( 取 
显著 性 水 平 a 一 0. 05)? 

15. 将 一 正四 面体 的 四 个 面 分 别 涂 为 红 . 黄 . 蓝 . 白 四 色 , 现 任 
意 地 抛 阐 它 直 到 白色 面 与 地 面相 接触 为 止 作为 一 盘 试 验 , 其 抛掷 
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次 数 为 X， 作 200 盘 试 验 的 结果 如 下 : 


网 近 次 数 二 | 2 3 4 守 5 
频数 六 | 56 4 多 32 28 36 
癌 该 由 面体 是 否 匀 称 ( 取 显 荐 性 水 平 a 二 0.05)? 


16. 检查 了 一 本 书 的 100 页 ,记录 各 页 中 印刷 错误 的 个 数 ,其 
结果 如 下 : 


错误 个 数 工 0 1 2 3 4 5 6 7 
仿 > 个 错误 的 页 数 36 40 19 2 0 2 1 0 
取 显 著 性 水 平 a=0.035, 能 否认 为 一 页 书 的 印刷 错误 个 数 蔷 服从 
泊 松 分布? 


17. 在 某 细 钞 机 上 进行 断 纱 率 测 定 ， 试 验 锭 子 的 总 数 为 440 
个 ,测量 各 锭 子 的 断 钞 次 数 记 录 如 下 : 


取 显 著 性 水 平 ==0. 05, 问 锭 子 的 断 钞 数 是 否 服从 泊 松 分 布 ? 
18. 在 一 批 杂 泡 中 抽取 300 只 和 作 寿 命 试验 ,其 结果 如 下 : 


寿 食 (A> < 160st< 200 200 过 300 1300 
灯泡 数 121 78 43 58 


取 显 鞭 性 水 平 二 0.05, 检 验 假设 : 
Ho: 灯 泡 寿命 服从 指数 分 布 
0. O005e Hs 0 
4 | 0 上 < 
19. 对 茶 汽 车 零件 制造 厂 所 生产 的 汽 负 螺栓 口径 进行 抽样 检 
测 ,得 100 个 数据 ,分 组 记录 如 下 : 
组 限 | 10.93 一 10.95 1I0.95 一 10.97 10.97~]10.99 10.99~1]1-0] 
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纠 隔 | 11.01 一 11.03 11.03 一 11.05 09 一 40 47 一 .09 
频数 17 6 6 4 
取 显 洲 性 水 半 < 一 0 .05 , 试 检验 螺栓 口径 天 是否 服 从 正 态 分 布 ? 
20. 下 列 数 据 是 200 个 零件 的 直径 5 单位 :cm) ,测量 值 经 分 组 
后 的 组 中 值 和 各 组 的 频数 为 : 


直径 |305 3.13 3.25 3.35 3.45 3.55 309 .ya 
频数 24 22 19 13 13 7 3 2 


取 显 著 性 水 平 一 0. 05，, 试 检验 零件 的 直径 并 是 否 服从 正 态 分 布 ? 
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第 九 章 ”回归 分 析 


本 章 的 回归 分 析 和 下 一 章 的 方差 分 析 , 都 是 数理 统计 学 中 应 
用 很 广泛 的 重要 方法 . 它们 有 一 个 共同 点 ; 即 都 是 研究 变量 之 问 
的 关系 的 . 回归 分 析 着 重 寻 求 变 量 之 间 近 似 的 疯 数 关系 . 我 们 主 
要 分 绍 一 元 和 多 元 线性 回归 的 最 基本 的 内 容 以 及 一 些 可 以 变 成 线 
性 回 妆 处 理 的 非 线性 回归 问题 . 


$9.1 回归 分 析 的 模型 


在 人 类 活动 的 各 种 领域 中 ,经 向 需要 研究 事物 之 加 的 关系 ,从 
定量 的 角度 看 , 即 归结 为 变量 与 变量 之 间 的 关系 . 当 变 量 与 变量 
之 间 相 互 有 关系 ,通常 可 以 分 成 两 类 :一 类 是 确定 性 关系 ,这 在 数 
学 上 可 表述 为 郊 教 关系 ,例如 ,正方 形 的 面积 $ 与 边 长 ! 之 间 , 存 
在 着 以 公式 5 二 表示 的 确定 性 关系 ; 男 一 类 关系 是 变量 之 间 存 
在 某 种 联系 ,但 又 没 有 达到 可 以 相互 确定 的 程度 ,例如 ;人 的 身高 
于 与 体重 WW 有 联系 ,一 般 对 材 遍 的 人 怖 向 于 体重 大 ,但 是 知道 喘 
高 并 不 能 够 准确 确定 体重 - 变量 之 间 的 这 种 江 系 称 为 相关 关系 

相关 关系 广泛 地 存在 于 客观 世界 的 各 个 领域 ,而 且 ; 不 仅 表 现 
在 两 个 变量 之 间 , 还 表现 在 多 个 变量 之 间 . 例如 ,一 种 农作物 的 百 
产量 Y 与 其 播种 量 X .施肥 量 X: 有 联系 ,但 区; 、 闵 ; 不 能 严格 确 
定 YY. 

为 叙述 方便 ,我 们 人 重用 隔 数 关系 中 关于 变量 的 称呼 ,将 作为 考 
察 目标 的 变量 Y 称 为 因 变量 ,将 影响 Y 的 各 种 变量 六 1 ,和 
称 为 自 变 量 . 

对 二 存在 相关 关系 的 日 变量 与 因 变 量 , 为 什么 由 1, 半 2，…， 
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X+ 不 能 严格 确定 了 呢 ? 这 是 因为 ,影响 了 的 因素 很 多 ,除了 已 经 
列 出 的 自 变 量 之 外 ,还 可 能 存在 其 他 的 影响 了 的 因素 ,它们 包括 
尚 不 为 人 人们 所 发 现 的 ,或 已 各 存在 但 因 技 术 、 经 济 等 条 件 限 制 未 于 
理会 的 ,还 有 一 些 本 身 就 难以 控制 的 随机 因素 . 因此 ,已 考虑 的 因 
素 即 自 变 量 头 ,, 关 ;,… ,XX 只 能 在 一 定 程度 上 决定 因 变 量 了 ,其 余 
的 归结 为 随机 误差 . 

设 在 一 个 间 题 中 , 目 变 量 Xi,XX,,…, 叉 ， 的 取 值 为 二 rz， 
fx 可 以 设想 因 变量 了 的 值 由 两 部 分 构成 :一 部 分 由 上 自 变 量 的 影 喝 
所 致 ,这 一 部 分 表现 为 xz ,Xs 的 男 数 形式 (TT 
男 一 部 分 由 其 他 未 知 的 ,未 加 考虑 的 因素 以 及 随机 因 亲 的 影响 所 
致 ,将 这 一 部 分 视 为 随机 误差 , 记 为 于 是 得 到 模型 

Y= iT Ta Te C9. 1.1) 
s 作为 随机 误差 ,通常 要 求 其 均值 为 0, 即 

KE(e)}=0 
在 这 样 的 假定 下 ;A(z sp ;X47 就 是 在 月 变量 式 1 于 2，"…; 汪 取 
值 为 zx1 ,x39… ,Xs 时 ; 因 变 量 Y 的 数学 期 望 值 ; 可 瑟 为 
EET Ta Ti — ECY |X) 一) 
了 拥 数 TI Ts ;4 称 为 J 对 六] pT 的 同 归 拖 数 ， 和 而 方程 
| y = UTI Ts Th) 

则 称 为 了 对 关 1， 鲜 ,，,…,X; 的 回归 方程 . 有 时 为 明确 计 ; 在 “回归 
阴 数 "和 “回归 方程 "之 前 加 上 “理论 ”二 字 , 以 表明 它们 是 直接 来 自 
模型 . 

以 上 模型 称 为 句 雏 模型 ,其 中 国 归 方 程 是 一 个 确定 性 的 函数 
关系 , 它 近 似 地 描述 了 非 确定 性 的 相关 关系 . 回归 分 析 就 是 以 此 
为 基础 处 理 相关 关系 的 一 种 方法 . 

我 们 看 到 ,在 回归 分 析 中 , 因 变 重 被 看 作 随 机 变量 , 自 变 量 则 
是 可 控制 的 . 非 随 机 的 变量 . 从 理论 上 说 ,这 样 规定 是 必需 的 ,在 
实际 详 用 中 ,往往 将 随机 自 变量 的 一 组 观测 值 ,看 成 可 控制 变量 的 
一 组 最 值 , 按 可 控制 的 自 变 量 来 处 理 ， 
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有 只 仿 一 个 扯 变 量 的 回归 分 析 称 为 一 元 回归 分 析 , 合用 个 日 
变量 的 回 扫 分 析 称 为 多 元 回归 分 析 . 

设 半 为 一 随机 变量 , 则 ECX 一 0)? 作为 1 的 函数 ,在 := 上 (XX) 
时 取 最 小 值 . 由 这 个 性 质 ,可 以 解释 回归 函数 px,z2，… ,Ti 的 
一 个 含义 :在 均 方 误差 最 小 的 原则 下 ,以 回归 函数 的 值 估 计 因 变 
Y 的 值 是 最 好 的 . 

在 实际 问题 中 ,回归 函数 一 般 总 是 未 知 的 . 回归 分 析 的 任务 ， 
就 是 根据 目 变 量 针 1 ,区 ,，… ,处 和 和 因 变量 Y 的 观测 值 , 去 恼 计 这 个 
函数 ,并 讨论 与 此 有 关 的 种 种 统计 推断 问题 ， 

对 回归 函数 (xxz x0) 的 估计 ;通常 是 根据 所 讨论 问题 
的 专业 知识 或 以 往 的 经 验 , 先 确定 (或 假定 mA(ziyzz， ,51) 的 数 
学 形式 ,然后 对 其 中 的 若干 未 知 参 数 进行 估计 . 例如 ,对 某 个 疝 题 
确定 二 2, 并 已 知 rxtxz1y52) 形 如 

pCTIIT2) 一 do 二 Geecrzl 十 alnry 
其 中 ,aoyaiyazyas 是 未 知 参 数 , 要 通过 观测 值 去 估计 它们 . 

回归 模型 的 一 个 重要 参数 ,是 随机 误差 的 方差 严 . 因为 我 
们 已 假定 号 (ce) 一 0, 由 方差 的 定义 , 有 了 一 口 (es) 一 忆 (s )， 出 
(9. 1. 1) 式 ,有 

E 一 六 -一 PCIe 
因此 
= Ee) = ELY — pr yr I) J: 
所 以 ;of 实质 上 就 是 以 回归 薄 数 Atziyzzy yz 近似 因 变量 了 的 
均 方 误差 ,a 愈 小 ,回归 方程 就 傅 能 有 效 地 反映 出 了 与 于 ,人 >， 
之 间 的 相关 关系 . 

因此 ,在 应 用 中 ,通过 观测 值 对 误差 方差 亚 作 恼 计 , 也 是 很 重 
要 的 工作 . 如 果 a 的 估计 值 很 大 ,超出 了 该 问题 所 能 承受 的 范 
围 , 就 有 必要 考虑 一 于 所 建立 的 回归 模型 是 否 太 不 符合 实际 .一 
般 , 次 定 r 的 大 小 的 .有 以 下 两 点 

(1) 在 确定 自 变量 时 ,是 省 把 对 因 变 量 Y 有 重要 影响 的 那些 
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国 素 都 考虑 进去 了 .- 如 果 是 , 则 于 相对 会 比较 小 ;反之 , 寿 某 些 对 
Y 有 重要 影响 的 因素 未 被 考虑 , 则 其 影响 进 人 随机 误差 s, 将 导致 
o2 增 大 ， 

2) 回归 盯 数 的 形式 是 否 恰当 , 例如 ,回归 图 数 本 来 是 一 个 线 
性 函数 , 却 选 用 了 一 个 非 线 性 函数 进入 模型 ,它们 之 间 过 大 的 差距 
进入 随机 误差 6; 增 大 了 它 的 方差 o. 


$ 9.2 一 元 线性 回归 


回归 分 析 中 ,在 应 用 上 最 重要 并 且 在 理论 上 发 展 得 最 完善 的 

方面 ,是 回 妇 函数 kw(z zs zi 为 线性 函数 的 情形 : 
ECT Ea) = 十 

其 中 ,加 ,bi 是 党 系数 ,未 知 . 这 种 情形 叫 居 线性 回归 ,是 我 
们 学 习 的 主要 内 容 . 当 自 变量 变化 的 范围 不 太 大 ,线性 回归 适用 
于 大 多 数 常见 的 实际 问题 并 且 , 有 些 形式 上 是 非 线性 的 回 妇 问 
题 , 可 能 通过 自 变 量 的 变换 ,转化 为 线性 回归 ( 见 3$ 9. 4)， 加 上 线性 
回归 处 理 上 的 简便 ,已 成 为 一 个 极其 重要 的 回归 模型 . 

本 节 我 们 从 只 含有 一 个 自 变量 元 的 情形 开始 ,很 定 加 归 模 型 
为 

Ya br 二 8， Efe} = 0,D(e} ~ oo: {9.2.1) 

称 为 一 元 线性 回归 模 测 ,其 中 ,a、6.0:(0<o<< 十 o0) 为 未 知 参数 .a 
称 为 回 妇 常数 ,6 称 为 Y 对 的 回归 系数 , 和 参数 的 意义 前 面 已 
司 过 解释 ， 

取 定 自 变 量 革 的 一 组 值 zl ,zz yz 对 了 全 次 独立 观测 
(试验 ) ” 记 试 验 第 采 为 YsYss ; 则 

了 1 一 0 十 pri 十 所 t= 2 

式 中 ,5 是 第 i 次 观测 时 的 随机 误差 ,由 于 各 次 观测 独立 并 和 且 从 
式 (9. 2. 1) 的 假定 ,E162 ;5 狼 立 同 分 布 , 且 所 (6 一 0 了 (6 一 
gO 
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往往 我 们 还 进一步 要 求 随机 误差 = 服从 正 态 分 布 , 即 假定 


Y=ai+pbriee~ N(O,g) 《9. 2. 2) 
称 为 一 元 正 态 线性 回归 模型 ,此 时 se … ,se 可 看 作 正 态 总 性 
NI0,a) 的 简单 随机 样本 . 


设 Y 对 应 于 zivza…vz 的 = 个 观测 值 为 思 力 。，…,a， 则 它 
们 分 别 是 Zi,Y:，" ,7 的 样本 观测 值 ， 

本 节 主要 解决 下 列 问 是 ， 

(1 用 观测 值 tIi ,yi) ,1 二 1,2,…"' yn 对 未 知 参 数 a.5 和 和 of 和 作 点 
估计 

(2) 对 回归 系数 作假 设 检 验 ， 


一 \、 对 4 和 oo 的 估计 


设 已 知 变量 X,Y 的 nn 对 观测 值 Cxi,yi) ,i 二 1,2,…,n; 我 们 用 
最 小 二 悦 法 求 参数 a .5 的 估计 值 - 

记 a.2 的 点 人 稍 计 为 4a ” 则 回归 函数 a 十 az 被 枯 计 为 a 十 bx， 
在 区 = 二 x; 处 ; 因 变 量 Y 的 值 被 估计 为 a 十 bx; 二 vi 一 1,2,…,n, 但 
实际 观测 已 得 到 关 二 xz; 处 Y 的 值 y; 这 样 就 有 偏离 y; 一 yi,i 一 1， 
2，… yy 称 为 在 革 =z; 处 的 残 差 . 作 兢 差 平方 和 : 


Q= y= ya br) (0.2.3) 
+ 二 『 一 1】 


当然 我 们 希望 残 差 平方 和 越 小 越 好 . 于 是 考虑 选择 使 Q= > Cy 


一 a 一 Br)? 取 最 小 值 的 a.8 作为 a.8 的 估计 值 . 这 种 居 计 方法 称 
为 蝇 小 一 乘法 . 
记 

yy 一 如 十 2z 《9. 2, 4) 
称 式 (9. 2.4) 为 Y 对 六 的 经 验 问 妇 方 程 . 这 里 的 “经验” 二 字 , 表 
明 回 归 方 程 是 由 试验 数据 估计 得 到 的 ;区别 于 上 文中 直接 从 模型 
得 到 的 理论 回归 方程 ， 类 似 , 称 4 为 经 验 回归 常数 ,# 为 经 验 回归 
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系数 ， 一 般 在 不 致 混淆 的 场合 ,不 用 特别 注 明 "经验" 或 理论”. 
最 小 二 乘法 体现 了 最 佳 拟 合 的 思想 , 由 此 得 到 的 经 验 回 归 直 
线 是 拟 合 个 观测 点 (x;,y) 的 所 有 直线 中 ,总 离 差 最 小 的 直线 . 
利用 多 元 函数 求 极 值 的 方法 ,对 多 二 23 Cy 一 a 一 bx)? 分 别 
求 关于 a,5 的 偏 导数 并 令 它 们 等 于 零 , 得 


3 = 22 a br)—0 
2 二 一 2 二 (3 一 4 一 zz 一 间 
整理 后 ,得 方程 组 


na 十 5 一 本 
1 一 1 #1 


az 国民 bp > 全 Day 
方程 组 (9. 2. 5) 称 为 正规 方程 组 . 解 此 方程 组 得 a,5 的 售 计 值 : 


《9. 2. 5) 


其 中 


lizy = > — T}(y,C— y) = ry nxy 


1 > — xX)? 一 > 一 NT’ 
可 以 证 明 ， 这 样 得 到 的 去 b 即 是 a、 b 的 最 小 一 怨 估 计 值 . 


下 面 讨论 误差 方差 的 估计 . 由 式 (9.2. 1), 有 
一 有 KE 一 下 (ez — [Ee ~ Erte) 


" 66 * 


因此 ,0 的 短信 计 为 二 > 学 ,后 面 将 证 明 ,这 本 是 。* 的 无 偏 信 


计 , 将 给 估计 收 正 为 无 但 估 计 , 有 
二 请 3 Em ;3 Yi) 


将 y=at br 信人 上 式 ， 有 


Say) = Dy, my + -bry 
| i 二 1 


= Sy — yy) — 2D Cy — yx — 2)6 
rl 


*= 1 


十 之 ;如 (rs 一 区) 
i=1 


= 
1 二 | 1 二 1 
于 是 ,得 到 的 无 偏 估计 为 
= ,bi) (9. 2. 6) 
大 一 也 


其 中 ,一 > (yy 一 97 二 2) yi 一 ny 
1==1 | 


例 9.2.1 第 一 导 丝 盘 速 度 7 是 合成 纤维 抽 丝 的 重要 因素 ， 
它 与 电流 的 周波 六 有 密切 关系 ,由 生产 记录 得 : 


周波 着 | 49.2 50.0 49.3 49-.0 49.0 49.5 #9.8 49.9 S50.2 50.2 


速 麻 六 116.7 17.0 16.8 16-.6 16.7 16.8 16.9 17.0 17.0 17.1 


试 求 Y 对 X 的 经 验 回归 直线 方程 ,并 求 误差 方差 o: 的 无 偏 估 计 
值 殊 ， 
解 ”将 观测 数据 点 标注 在 坐标 平面 上 ,如 图 9.2.1 所 示 , 各 点 
分 布 在 一 条 直线 附近 ,直观 上 可 认为 Y 对 义 的 回归 函数 为 线性 函 
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数 a 十 bx. 注意 ,这 里 采用 的 将 观测 数据 点 描画 在 坐标 平面 上 的 作 
法 ,是 实际 工作 中 经 常 采 用 的 一 种 直观 判断 变量 之 间 相 关 关 系 具 
有 什么 形式 的 回归 是 数 的 有 效 方法 , 画 出 的 图 称 为 散 点 图 . 不 过 
这 种 方法 仅 适 用 于 含有 一 个 自 变量 的 情形 . 


图 9.2.1 
为 求 得 za.2 及 天 的 估计 值 ， 先 求 出 


z= 49.61 > 一 24613. 51 


y= 16.86 pa = 2842, 84 
r= 1 
1 


Djxiy; = 8364. 92 


fml 


再 计算 
ls 一 24613. 51 — 10 X 49. 61° = 1.989 
1,, = 8364.92 — 10 X 49. 61 X 16.86 = 0.674 
1, = 2842. 84 — 10 X 16.86? 一 0.244 
于 是 ,有 
6 —j2 一 下 和 一 0.3389 


a —y— br = 16.86— 0.3389 X 49.61 = 0.0472 
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DD 
1 2 _ 
一 1 一 500.244 一 0.3389: X 1.989) = 0. 0019 
得 经 验 回 归 直 线 方 程 为 
3 一 00472 二 0.3389r 
二 、 估 计量 的 统计 性 质 
本 小 节 在 模型 49. 2. 2) 下 ,简要 介绍 佑 计量 &a 及 字 的 统计 


性 质 . 

从 一 元 正 态 线 性 回归 模型 (9. 2. 2? 的 假定 ,eves,…e 是 正 态 
分 布 总 体 NI0,0) 的 独立 同 分布 样 本 ,7; :了 2 相互 独立 ,了 Y,， 
~N(tatbr a) ,= ,2 ,a. 

在 回归 分 析 的 模型 假定 中 ,X 是 可 控制 的 非 随机 变量 ,Y 是 随 
机 变量 ,以 下 的 讨论 中 ,将 5.a 及 匡 的 算式 里 的 观测 值 x ,ys，…， 
.YYm 均 换 成 随机 变量 YT" :于 是 有 


yi, — zx)(Y;— Y) Se — xz)Y, 
r=1 


r= 1 


D2 -3 ye 
因此 , 是 相互 独立 的 正 态 分 布 随机 变量 Fis 的 线性 组 
合 , 所 以 上 也 服从 正 态 分 布 - 计算 之 的 数学 期 望 和 方差 ,有 
Sr — TECY,) 
EW) 一 一 


>, Cx, 一 TY 
1 一 】 


b= 


> 《Ti; 一 x a 十 Bei) 


i=] 
Dr CO— x 
! 二 1 
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De 一 十 pS {x, -— A 
SE J | 


-一 一 一 一 一 
pe == 让 于 
;一 1 
Cx; 一 XDOY,) 5 (7, — A) 
DB = s 一 一 
[Dz] [Dr x) 
r= 1] 1 一 了 
本 
= 
可 见 光 是 志 的 无 偏 估计 ,并 且 对 正 态 回 妇 模 型 49. 2. 2) ,有 
hss! 


类 似 地 ,不 难 发 现 ,a 也 是 了 ,了 Y;,…,Y. 的 线性 组 合 , 也 服从 正 态 
分 布 . 计算 a 的 数学 期 望 和 方差 ,有 
Ela) 一 再 (7 了) 一 Et)x 
EC ER I ep 
Dla) 一 下 (7) 十 DX? 一 2Cov(Y ,bz) 
2 


2 
一 一 十 二 天 一 
nn a 


可 见 ;a 是 a 的 无 俩 估计 ,并 且 对 于 正 态 回归 模型 (49. 2. 2), 有 
1 ra | 

“二 二 到 | 

为 计算 52 的 数学 期 望 , 先 求 出 EO,—b il,.): 


E[ SCY — 7):]= DE — ng(Y?) 
1 一 1 ;一 


人 NN 
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一 >》 DY TIEOTITY — nDOY) + [EOYF) 
r 一 1 


一 HG 十 py 十 2X.) 一 | 二 十 ta 十 bz)? | 
i=1 


《为 二 Yo” pi, 
EC = EY = (DO) + [EY 下 } 


= Et) ti 


于 是 

ECl,, — Bl) 一 Cn — 2)o 
可 见 ,人 二 -一 6 (1 一 4) 是 加 的 无 偏 估 计 . 并 且 , 可 以 证 明 ,对 
于 正 态 回归 模型 49. 2. 2), 估 计量 中 分别 与 a.8 相互 独立 , 且 有 


一 2 
~ Yn — 2) 


三 .一 元 线性 回归 中 的 假设 检验 


加 归 分 析 中 的 乱 设 检验 ,是 检验 变量 之 则 是 否 和 存在 回归 模型 
所 假定 的 那 种 形式 的 相关 关系 , 这 也 是 加 归 分 析 的 一 个 重要 方 
面 - 例如 ,在 一 元 线性 回归 中 ,对 于 任何 两 个 变量 的 一 组 观测 数据 ， 
无 论 它们 的 关系 如 何 , 都 能 够 用 最 小 二 匀 法 按 相应 的 计算 方法 得 
到 一 个 经 验 回 妇 直 线 方程 . 显然 , 当 变 量 之 间 的 确 和 存在 线性 相关 
关系 时 , 求 出 的 回归 直线 方程 能 较 好 地 描述 变量 的 关系 . 如 果 变 
量 之 间 不 存在 线性 相关 关系 ,而 用 直线 来 描述 变量 之 间 的 关系 ,就 
设 有 什么 意义 了 . 

因此 ,严格 地 说 ,在 求 经 验 回归 直线 方程 (包括 后 面 的 多 元 线 
性 回归 方程 ) 之 前 ,应 该 先 检 验 变量 之 间 是 否 存 在 线性 相关 关系 
我 们 在 例 9. 2. 1 中 所 作 的 散 点 图 ,可 认为 基 一 种 直观 简便 的 检验 
方法 - 下 面 介 绍 检验 线性 相关 关系 的 假设 检验 方法 . 

1- 基于 启 差 下方 和 分 解 的 检验 

* 2 。 
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TC 
Co 一 Do 一 Yy)? 


称 Qr 为 总 珊 差 平方 竹 , 它 反映 了 变量 Y 的 观测 值 yy ,yy 的 
总 的 离散 程度 . 我 们 对 总 离 差 平 方 和 Q&r 进行 分 解 ; 


Qr 一 之 1[( — %) + (3 — y) 
r= 
一 之 /人 yi) 十 2 一 37 


十 ?2 — yy — y) 
不 难 验证 ,上 式 中 最 末 一 项 等 于 零 , 记 
Wr = > oi yi)? 


Wr 一 > CY, 一 了 3 
称 Qs 为 残 差 平方 和 ,Qn 为 回归 离 差 平方 和 于 是 
Wr 一 Wr QR 

由 上 式 , 说 明了 的 观测 值 yi;y:，… ;3y。 的 离散 是 由 两 部 分 原因 千 
成 : 残 差 与 回归 离 差 . 下 面 分 别 给 予 进 一 步 说 明 , 

由 于 (% 一 % 关 反映 了 Y 的 观测 值 3% 与 回归 直线 的 偏差 ,这 个 
外 差 是 对 相同 的 自 变 量 值 x; 而 言 的 ;因此 这 个 差异 来 自 于 试验 的 
随机 误差 而 非 自 变量 的 变化 ,所 以 残 差 平方 和 Qs 的 大 小 反映 了 
试验 误差 等 随机 因 守 对 了 的 观 调 值 所 造成 的 离散 程度 . 

注意 到 yi,yY;,… 的 平均 值 是 

二 二 2 + 2 一 a 十 5 一 LD 


一 十 眶 一 了 
因此 ,Qnr 一 之 (7 一 人 2: 实际 上 反映 了 数据 加 ,72，…, 才 的 离散 程 
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度 - 这 个 离散 是 在 回归 直线 y 一 a 十 oz 上 由 于 自 变 量 蒜 取 值 ri， 
ra,… ,xn 的 变化 而 引起 的 ,所 以 Qs 的 大 小 反映 了 回归 直线 y 一 4 
十 bx 所 描述 的 的 值 因 自 变 量 取 值 变化 而 具有 的 离散 程度 ， 

现在 ,了 的 观测 值 的 离 艇 就 由 Q&z 和 Qsr 引起 ,如果 Bx 明显 地 
大 于 Qz; 说 明 回 好 直线 已 经 包含 了 对 变量 Y 有 重要 影响 的 各 种 因 
素 , 亦 即 说 明 与 自 变量 羡 之 间 的 线性 相关 关系 显著 ;如 琳 Ga 与 
Qz 差 不 委 甚至 出 Qs 还 小 , 则 说明 回 归 直 线 方 程 还 没有 包含 对 Y 
有 重要 影响 的 一 些 因素 ,7 与 的 线性 相关 关系 不 显著 ,此 时 ;或 
者 是 了 与 X 不 相关 ,或 者 是 Y 与 XX 非 线性 相关 ,或 者 是 还 应 增加 
目 变 量 : 

在 上 述 离 差 平 方 和 分 解 的 基础 之 上 ,提出 假设 检验 的 方法 , 即 
Qa 比 Qe 大 针 少 ,才能 认为 XX 与 Y 的 线性 相关 关系 显著 呢 ? 通常 
是 对 回归 系数 4 进行 检验 ,最 常见 的 是 检验 原 假 设 

H,:b=0 

是 否 成 立 : 如 果 自 变量 X 与 因 变 量 Y 之 间 线 性 相关 关系 显 着 ;如 
应 拒绝 再, ,否则 ,如 果 接 爱 了 五 ,,; 则 意味 着 回归 图 数 为 一 常数 ,所 
选 定 的 自 变量 羡 与 了 并 没有 明显 的 关系 . 

可 以 证 明 , 在 正 态 回 归 模 型 (9. 2. 2) 的 假定 下 , 当 原 假设 忌 


成 江 时 ,有 
Qn 
Frog ~ tl — 2) 
于 是 ,根据 上 述 分 析 : 对 于 给 定 的 显著 水 平 a, 原 假设 五 :8 一 0 的 
拒绝 域 吓 


Tr (ln = 2) 
需要 指明 的 一 点 是 ,这 里 介绍 的 离 羡 平方 和 分解 的 方法 ,实际 
上 就 是 方差 分 析 法 (参见 第 十 章 ). 
不 难 发 现 , 各 高 差 平 方 和 Qr、Qx、Qz 有 如 下 的 简便 计算 式 ; 
Wr =t,, = Sy 一 ny 


t= 二 1 
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Qx = Da dri— a — hry’ 
Fn"l 
= Dr, — £)! = Es, 
i=] 


Qs 一 — Pl, 
2. 相关 系数 的 显著 性 检验 
我 们 类 道 ,变量 与 Y 的 相关 系数 pxy 是 描述 它们 之 则 相关 
关系 的 数字 特征 ， 根据 相关 系数 的 性 质 , 当 pxy 二 90 时 ,六 与 了 不 
相关 ; 当 1pxr1 二 1 时 ,以 概率 为 1 地 保证 了 是 蕊 的 线性 旺 数 
般 地 , 如果 pr 的 绝对 值 比 较 小 ,认为 区 与 了 之 同 线性 相关 关系 赴 
显著 ; 如果 pwr 的 绝对 值 较 大 ,接近 于 1, 试 为 与 了 之 间 线 性 相 
关 关 系 显著 . 因此 ,可 以 考虑 利用 相关 系数 来 检验 变量 六 与 了 之 
间 的 线性 相关 关系 是 否 显 着 . 
通常 情况 下 ,XX 与 了 的 相关 系数 pxy 基 未 知 的 ,我 们 以 它 的 短 
信 计 量 一 一 样本 相关 系数 RR 进行 检验 . 因为 
_E{[X— EX)IY — ECY)]) 
vv D(X) VDY) 
定义 


| or = 


| J 一 一 3? 
| 


py — Xz) (yy) 
al i 


Ee -一 I)! So — yy) YY 
*—1 


样本 相关 系数 也 有 与 pw 相 类 似 的 性 质 ， 比如 : [R11; 当 数值 
们 量 (z1 zs); 与 Cy 9 29 线性 相关 : 则 |R| 二 1; 等 等 . 
于 是 ,对 于 原 假设 
“2 
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五 ,2Omr 一 站 

妃 果 变量 所 与 了 之 间 线 性 相关 关系 显著 , 则 应 拒绝 五 否则 , 兴 
为 区 与 Y 之 间 线 性 相关 关系 不 显著 . 从 上 面 的 分 析 , 显然, 样本 
相关 系数 尺 的 绝对 值 |R| 越 大 ,对 原 假 设 于 , 越 不 利 . 那么 ,| 只 | 
的 值 有 多 大 时 ,才能 拒绝 五 。 呢 ? 本 书 附 表 6 给 出 了 显著 性 水 平 
一 0.01 与 0.05 的 临界 值 Rx 一 2)， 对 于 给 定 显著 性 水 平 a, 当 
| 民 | 全 Ra 一 2), 则 认为 变量 和 与 了 之 间 线 性 相关 关系 显著 ; 否 
则 认为 线性 相关 关系 不 显著 . 

样本 相关 系 教 临界 值 Racn 一 2) 与 自由 度 (n 一 2) 有 关 . 出 灵 
私 定 义 式 ; 不 难 发 现 , 它 与 离 差 平方 和 Rx 与 Qe 有 如 下 关系 式 


R? Qn 
1 一 Qs 
于 是 
nC 2 Wn rp 
f= 1—R: Qa/(n — 2) ba < 
对 于 给 定 的 0<a<1, 由 
nln 一 到) 下 
«=P {SR > Fn — 2)) 
i FF Cl Oo 2) 
_ _ Ns 
=P|R i -| 
-P| Fl sf 2) | 
人 


即 得 到 样本 相关 系 教 临界 值 Retr 一 2 的 讨 算式， 


加 Fln— 2) 
Rln— 2) = Fn 


例 9.2.2 试用 离 差 平方 和 分 解 和 样本 相关 系数 两 种 方法 ， 
检验 例 9.2.1 中 的 电流 周波 X 与 第 一 导 丝 盘 速 度 Y 之 间 是 于 在 
在 显著 的 线性 相关 关系 5( 取 “一 0. 0173 

解 《1) 离 差 平方 和 分 解 检 验 芒 

25 
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Qa# = Bit,, = 0. 3389: X 1.989 = 0.2281 
Qe = Lb,,— bls = 0.244 ~ 0. 2284 = 0.0]56 
访 一 10 
于 是 
Con 加 站 ,之 立 癌 和 
Qe/n 一 2 0.056/8 
查 表 ,得 Fufl1,8) 一 11.26, 故 下 人 Foogl 8 可 隐 , 电 流 周波 其 
与 第 一 导 丝 盘 速 度 Y 之 间 线 性 相关 关系 显著 . 
(2) 样 本 相关 系数 检验 法 


R= 


Fr = 117. 1282 


0. 674 _ 


0674 一 0. 9675 
Ml, Ml.989 v0.244 
II 33 


Hh = 10 , 查 表 ,得 .ol CB) 一 属 . 了 6 申 页 RR ol (8) 天 检验 说 明 电流 阅 
波 X 与 第 一 导 丝 盘 速 度 Y 之 间 线 性 相关 关系 显 着 ， 


$9.3 多 元 线性 回 当 


有 多 个 自 变量 羡 !, 羡 ;，-… ,六 ;的 多 元 线 竹 回归 分 析 ,; 是 更 具 一 
般 性 的 回归 分 析 方 法 ;在 各 个 领域 的 应 用 更 为 三 泛 ， 

设 自 变 量 XXX 的 取 值 为 zz zt 则 多 光线 性 
回归 模型 为 

Y = 二 Bro 二 :二 Bx 十 +E 
Ek{e) = 站， 0 < De) = 二 ow 

式 中 ;5 有 ， 为 未 知 参 数 eg 称 为 占 妇 常数 ,5; 称 为 了 对 
XX; 的 回归 系数 或 偏 回归 系数 ,j 一 1,2,… ;参数 的 意义 间 前 . 

有 时 根据 问题 的 实际 情况 ;还 可 以 假定 为 多 元 正 态 线性 回归 
模型 


pe 


Y= 十 Br 十 Ee 
ENtOo) 
取 定 日 变量 六 ,Xs 的 一 组 人 (zz "T4717 二 ] ,2， 
"iO * 


{9. 4.2) 
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…,n, 对 因 变 量 Y 作 次 独立 观测 , 记 试 验 观 测 结果 为 苹 ,7:，…， 
7。 则 有 
了 
i ,2 "rs (9. 3.3) 

式 中 ,és; 是 第 i 次 观测 时 的 随机 误差 , 易 见 ,6 ,82,…,e 独立 同 分 
布 ! ElE)=0, De)}=o ,i=1,2,." ,nn. 

所 了 了 1 sy 的 观测 值 为 小 13729313 下 面 介绍 本 节 主 要 
要 解决 的 问题 : 值 据 观 测 数 据 , 对 未 知 参数 部 , 记 ,…, 姑 与 7 作 点 
征 计 ,并 对 回归 系数 王 ,5,，,… ;4 作 值 设 检验 . 

在 上 节 中 对 一 元 线性 回归 所 引进 的 方法 和 概念 基本 上 仍 壮 用 
十 这 里 多 元 的 情况 ;但 有 关 的 计算 和 理论 者 更 复 灯 ,按照 课程 的 基 
本 要 求 ,我 们 不 能 对 包 元 线性 回 妇 进行 仔细 的 论述 ,只 能 把 一 些 重 
要 的 结 末 和 公式 不 各 证 明 、 简 明 扼 要 地 写 出 来 . 为 了 数学 处 理 方 
便 、 高 效 和 避免 投 述 过 于 元 长 繁杂 ,采用 答 阵 表示 . 


Li 
】 it Xlz 二 1 
1 zz I I 
y = YY 21 ~ 2 
站] l nn 
bo <1 | 
b E 
pb = . 在 一 Ec 22 
Bs Eitri En nxl nl 
划 方 程 (9. 3. 3) 可 写成 
Y= Xbie 


遂 常 将 上 式 及 式 (9. 3. 3) 都 称 为 线性 模型 . 
一 ,多 元 线性 回归 模型 的 参数 估计 


对 回归 常数 8, 和合 妆 系数 ,5,,… ,Bb 的 估计 ;和 仍 采用 最 小 二 
。 277， 
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乘法 . 作 残 善 平方 和 
已 一 2 Ly: 一 ko 十 有 Ti 十 十 bxa) (9. 3. 4) 


选 搓 使 上 式 残 差 平方 和 Q 取 最 小 值 的 bo :Db + 和 作为 ov 
bi 的 估计 值 对 分 别 求 关于 Dos pls sO 的 俩 导数 ,并 令 它 们 等 
于 零 , 得 


3 2 > Cy 一 如一 Di 一 人 一 有 一 0 
i 一 1 


3 区 
93Q 二 一 2 > Cy = bo — PT oo Pri 和， 一 和 


1 = 27 上 
化 简 ,整理 并 将 0 sb 换 为 bosb 和 ,Db 后 ,得 方程 给: 


ne, 十 | > ra)b i 和 人 | > zu) = Dy 
f=] 1 一 】 1 二 ] 
| > za) 十 | ,4 Oy | Drura)b 之 Ta 
2 一】 i=1 + 一 ] “1 


TT 


| > Xa) 十 { >arn | 二 这 人 | Dx) == i 
i 1 i=1 1=1 


Li | 


(9. 3. 5) 
利用 前 面 的 矩阵 记号 ,不 难 发 现 , 方程 组 (9. 3- 5) 的 系数 矩阵 为 
于, 其 中 表示 秆 阵 的 转 置 ， 由 此 ,方程 组 (9. 3.5) 可 表示 成 如 
下 的 矩阵 方程 : 
(XXIb = Kr'y (9. 3.6) 
这 个 方程 的 解 
b, b, 
， b, b, 
b= |. 就 是 上 = 


ps 《此 填 17 {二 二 179 和 1 


" 278: 


| 
| 
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的 最 小 一 乘 估 计 - 通常 ,将 方程 组 (9. 3.5) 和 方程 (9. 3. 6 都 称 为 


正规 方程 (组 )- 
当 正 规 方程 (9. 3. 6) 的 系数 矩阵 革 科 可 道 时 ,最 小 二 乘 倘 计 5 
有 唯一 的 表达 式 


b = (XX)-1CX'y) 

可以 证 明 , 正 规 方程 的 解 总 是 存在 , 亦 即 这 的 最 小 二 磁 怕 计 总 是 施 
在 . 当 X'% 不 可 道 时 ,上 不 唯一 ,但 Xb 会 y 是 唯一 确定 的 , 堪 而 残 
差 平 方 和 总 的 最 小 值 是 唯一 确定 的 

七 

一 而 十 记 z 十 … 十 六 ts 

称 上 式 为 了 对 天 1， 避 有 的 经 验 线 性 回归 方程 , 称 bo 为 经 验 
回归 常数 ,8, ,0b,,…,。. 为 经 验 回 归 系数 . 

经 验 回归 常数 遍 与 经 验 回 归 系 数 反 ,5,,…,b 之 间 有 如 下 关 
系 式 

b= y— br — hrs — 0 bre 
， 。 式 中 忆 一 二 > nj1,2,…, 这 个 关系 式 与 一 元 线性 回归 

中 < 一 y 一 pz 相 类 似 . 

对 于 随机 误 善 的 方差 交 ,类 似 于 一 元 线性 回归 , 仍 采 用 和 玫 导 计 
再 收 正 为 无 篇 估计 的 作法 . 


残 差 平方 和 > 为 
i=1 
> (Cy, 一 入 -= 人 > fy b, BE bxn 一 boxi ee、 Bz) 
r= | "二 1 
=(y ~— Xb)'(y — Xb) 
— yy uy bXry 
因此 ,oe 的 矩 佑 计 为 
Le 
pp I bp Xry) 


"ZF0 + 
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将 证 估计 修正 为 无 俩 个 计 , 有 
9 一 yy — bX'y) 
下 面 是 一 个 二 元 线性 回归 的 例子 . 
例 9.3.1 在 汽油 中 加 入 两 种 化 学 添加 剂 ,观察 它们 对 汽车 
消耗 公升 汽油 所 行 里 程 的 影响 ; 共 进 行 9 次 试验 ,得 到 里 程 Y 与 
两 种 添加 剂 用 量 了 X,、X; 之 问 数据 如 下 : 


Tn 0 ] 0 i 2 心 2 3 1 
Xo 0 必 ] l 2 2 ] 怠 
全 15.8 1]6.0 15.9 136.2 16.5 16-3 16.8 17.4 1l7.2 


试 求 里 程 了 关于 所 ,As 的 经 验 线性 回归 方程 ,并 求 误差 方差 
的 无 偏 估 计 值 0 
解 ”首先 求 出 正规 方程 的 系数 矩阵 .有 


1 0 0 

1 1 0 

1 0 1 

i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

roeorsilhes 

0 0 1 1 0 2 .2 1 3 1 0 2 

1 2 2 

1 3 1 

1 1 3 
9 10 10 
-| 20 13 
LIO Il 20 

求 系数 矩阵 对 的 道 答 阵 ;得 


" 280 * 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fineprint.com.cn 


279 一 90 一 90 
ep -看 |- 90 80 1 | 


再 求 出 了 芋 了 ,有 
入 二 一 《148.1 168.2 167,3)" 


279 一 9 一 90 nd48.1 
一 80 80 ] 攻 | 
一 90 1 80 J」 [167.3 
一 (15.6468 0.4139 0,3139Y 
即 得 到 里 程 了 关于 X,Y; 的 经 验 线性 回归 方程 为 
3 一 15.6468 + 0.413971 十 0.3139r， 
再 计算 误 善 方差 o 的 无 偏 估计 值 , 由 


YY = >,y? = 2439. 67 


f『 me ] 


于 是 ,得 到 


2 1 
1 wr 二 
b =XX) XY = #7 


48. 1 
brXY —(15.6468 0.4139 0.3139) i | 


1687. 3 
一 2430. 4378 
得 色 

2 1] rryry_ 六 

ne os' xy) 
1 _ 
= (2439, 67 一 2439. 4378} 
=0, 0387 

二 、 估 计划 的 统计 性 质 


由 前 面 得 到 的 参数 a PT 和 中 的 估计 式 ,; 将 观测 值 1 
2 依次 蔡 换 为 随机 变量 Vi hl 得 到 相应 的 估计 盟 * 
* 2Z8] 。 
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记 
Y= CY :1 | 0 
则 参数 向 量 上 的 估计 最 为 
b = CXE)EY 

在 正 态 线 性 回归 模型 (9. 3. 2) 的 假定 下 ,Y 是 n 维 正 态 分 布 随 机 变 
量 ,6 是 一 个 作 十 1) 维 正 态 分 布 随机 变量 ,其 分 量 缘 为 正 态 随机 变 
最 . 

不 难 发 现 , 随 机 癌 量 Y 的 数学 期 望 ( 注 ; 随 机 问 量 的 数学 期 望 
等 于 其 分 量 的 数学 期 望 为 相应 分 量 所 构成 的 数值 向 量 ) 为 

EF) = Xb 
于 是 
ECh) = (XE)-1EY 
~ (XX) Ab =$ 

可 网 和 是 各 的 无 帆 居 计 ， 进而 bo :bo sb 也 都 分 别 是 bo 0+ py 
的 无 偏 估计 . 

此 外 ,可 以 证 明 , 残 差 平 方 和 


Daf/e ~ pn — kl) 
ie 


于 是 对 0 的 无 偏 估计 开 , 有 : 
全 一 ~ Yn—k—1) 

这 里 ， 因为 模型 中 有 十 1 个 未 知 参数 Bosbos "sb 要 悄 计 ; 故 自 由 

度 碱 少 了 类 十 1, 变 成 居 一 上 一 17?， 显 然 , 一 元 线性 阿 归 即 为 这 里 上 


=1 的 特例 . 
三 、 多 元 线性 回归 中 的 假设 检验 


在 多 元 线性 回归 中 ,内包 含 了 多 个 回归 系数 ,可 以 考虑 的 假设 
检验 问题 , 比 一 元 回归 时 要 多 些 . 有 对 单个 回归 系数 的 检验 , 即 逐 
一 检验 自 变量 XX/(j 二 1,2,'…, 背 对 因 变 量 Y 的 影响 是 否 显 着 ,还 
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有 就 是 检验 全 体 回 归 系 数 是 否 丝 为 零 , 即 检验 原 假 说 
Ho = = 0 (9. 3, 7) 
关于 这 个 假设 的 检验 通常 被 称 为 回归 显著 性 检 检 . 

本 小 节 主 要 介绍 关于 假设 (9. 3.7) 的 回归 显著 性 检验 ， 如 果 
接受 原 假设 五 ， 则 很 可 能 ,所 选 的 上 自 变 量 区 对 因 变 莱 
7 没有 影响 或 影响 很 小 . 这 样 , 配 出 的 经 验 线性 回归 方程 也 就 没 
有 多 大 意义 . 反之 ,如 果 接 绝 原 假设 吾 。, 则 说 明 所 选 定 的 自 变 量 
GED, FTI 对 因 变 量 了 确 有 影响 ,通常 即 认 为 回归 达到 了 显著 
性 ,所 配 经 验 回 归 方 程 可 以 有 效 地 使 用 了 . 不 过 :如果 深 入 仔细 考 
究 , 拒 绝 瑟 ,, 应 该 说 只 是 保证 所 选 自 变 量 中 包含 了 对 因 变 量 Y 有 
重要 影 啊 的 ,但 也 可 能 还 保留 育 并 不 重要 的 ;还 有 可 使 遗 泌 了 其 他 
有 重要 影响 的 . 这 星 的 讨论 以 及 关于 单个 回归 系数 假设 检验 绪论 
的 解释 ,实质 上 涉及 到 一 个 选择 回归 自 变 量 的 问题 ,这 是 近 30 年 
在 回归 分 析 中 很 受 重 视 的 课题 ,相应 的 内 容 有 兴趣 的 读者 可 参阅 
有 关 回 归 分 析 的 专门 书籍 , 如 陈 希 筑 和 王 松 检 所 闭 《 近 代 回 归 分 
析 》. 

加 到 关于 假设 (9. 3. 7) 的 检验 , 仍 采 用 离 差 平 方 和 分 解 的 方 


法 . 

记 

Wr 一 之 ， 《435 一 了 7 

称 Qr 为 总 均 整 平方 和 ; 它 反 映 了 因 变 是 Y 的 观测 假 yy ,yy 
总 的 离散 程度 . 

类 恨 于 一 元 线性 回归 中 的 平方 和 分 解 ,@r 可 以 分 解 为 残 差 平 
方 和 Qs 与 回归 离 使 平方 和 名 x 两 部 分 ， 

Qir 二 民 s 十 Cr 

式 中 


Qs 一 pe 一 y)? 
r=} 
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Qx = > Cy 一 芭 3 
Qs 的 大 小 反映 了 试验 误差 等 随机 因素 对 Y 的 观测 值 所 造成 的 离 
散 程 度 ;Qa 的 大小 反映 了 回归 方程 y== 负 十 婵 xi 十 … 十 bx 所 描述 
的 了 的 观测 值 因 有 自 变量 取 值 变化 而 具有 的 离散 程度 . 
将 各 离 差 平 方 和 中 的 观测 值 ;yz ,3 换 成 变量 了,Y;， 
7,， 则 可 以 证 明 , 在 多 元 正 态 线性 回归 模型 (9. 3.2) 的 假定 下 ， 
当 式 49. 3.7) 很 设 五 。 成 立时 ,有 


P= 0 ~ Fn kD 
于 基 , 对 于 给 定 显 著 性 水 平原 假设 互 o: 名 一 如 一 … 六 一 0 的 拒绝 
域 是 
下 一 一 1) 
各 离 差 平方 和 和 的 计算 陈 为 


Qr = > 7) =, 
:二 1 


Qe =yy — Pky= > yr — bE'y 
i 


Wr 一 避 7 一 We = bX'y 一 ny 
定义 
._ f/f& 


称 尺 ' 为 复 相 关系 数 ,R' 满足 0<R' 专 1. 

复 相关 系数 RR' 反 映 了 回归 离 差 平方 和 Qs 在 总 离 差 平方 和 
er 中 所 占 份额 ,是 评价 回归 模型 有 效 性 的 指标 .RR' 的 值 越 大 ;说 
明 回 归 模 型 中 选 定 的 自 变量 对 因 变 量 的 影响 越 重 要 . 因此 ,这 里 
的 复 四 关系 数 R* 的 作用 ,与 一 元 线 回 归 中 相关 系数 RR 的 作用 相 
似 : 实际 上 ;比较 二 者 的 定 闵 式 ,可 发 现 , 当 此 二 1 时 ,两 者 是 一 至 
的 ; 即 可 以 认为 相关 系数 民 是 复 相 关系 数 R' 的 特例 . 那么 ,及 的 
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值 要 达到 对 大 才能 认为 白 变量 与 因 变 县 相关 关系 显著 昵 ? 与 一 大 
回归 类 似 , 可 以 根据 上 面 忌 检验 的 临界 值 素性 一 一 一 1) 和 严 * 的 
算式 ;计算 出 RR" 的 临界 值 ; 这 里 不 再 著述 . 
例 9.3,2 检验 例 9.3.1 中 ;里程 Y 关于 添加 剂 用 基 六 ,XX 
的 线性 回归 是 否 显 车 ( 到 & 二 0.01)? 
解 nn 二 9,£= 二 2 
首先 计算 总 离 差 平 方 和 : 
ur = 一 y)? 一 之 一 ny 
一 2. 6022 
利用 例 9 3. 1 中 已 求 出 的 结果 ,有 
Qz 一 yy? — by’y 
一 2439. 67 一 2439. 4378 一 0. 2322 
Qu 一 和 or — Qe = 2. 6022 — 0. 2322 


一 2. 3700 
于 是 
2. 3700 
Qn 2 
F-70222 -7 30.6202 
{9— 2— 1) 


查 表 ,得 Fomt2,6)=10. 92, 故 下 ,6 ) 时 因此 ， 检验 认为 [| 用 
程 Y 对 于 添加 剂 用 量 广 , 广 , 的 线性 旧 妇 显著 . 
再 计算 复 相关 系数 ,有 


Qn 2 3700 
R" 二 6002 一 0- 9543 
3 9.4 非 线性 配 归 问题 的 线性 化 处 理 
在 实际 问题 中 ,有 时 会 遇 到 变量 之 间 的 关系 不 是 线性 的 相关 


关系 ,而 是 某 种 曲线 的 非 线 性 相关 关系 . 
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例 汪 4.1 测量 13 个 样品 中 某 种 金属 含量 Y 与 该 样品 采集 
尽 距 中 心 观测 点 的 距离 乞 , 有 如 下 的 观测 值 : 


14 15 16 18 19 


106. 62 110. 90 110. 76 lil1. 00 111. 20 


将 数据 成 Cxis 区) + 一] 之， , 13 担 痊 在 坐标 平面 上 ,得 色散 
点 图 ,如 图 9. 4. 1 所 示 . 显然 ,这 些 点 不 是 分 布 在 某 一 条 直线 附近 
近 , 此 时 用 一 死 线 性 回归 方法 处 理 这 个 问题 是 不 人 台 通 的 . 


10 12 


14 16 18 20 


图 9.4.1 
例 9.4.2 电容 器 充电 到 电压 100 伏 时 ,开始 放量 , 测 得 时 刻 
t; 时 的 电压 z 的 数据 如 下 ，; 
10 
5 3 
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将 数据 点 ,ww) ,i 二 1,2,*… ,11 描 绽 在 坐标 平面 上 , 如 图 
9 4.2 所 示 , 很 明显 ,用 一 元 线性 回归 的 方法 来 处 理 这 个 问题 也 
是 不 恰当 的 - 


O 2 4 6 8 10 
图 .4.2 
对 于 上 上述 这 种 变量 之 则 存在 非 线 性 的 相关 关系 问题 ,寻求 祖 
应 的 经 验 回 归 方 程 ,这 就 是 本 节 我 们 要 讨论 的 非 线 性 回归 问题 , 主 
要 介绍 将 非 线 性 回归 间 题 转化 为 线性 回归 的 处 理 方法 . 


一 ,用 变量 兰 换 将 非 线性 回归 问题 线性 化 


如 我 们 在 $9.1 中 所 述 ; 用 回归 分 析 方 法 处 理 一 个 实际 问题 ， 
首先 需要 确定 回归 函数 g(x) 的 类 型 ,其 原则 是 ,一 方面 可 根据 所 
讨论 问题 的 专业 知识 或 以 往 掌 提 的 经 验 确定 ; 另 一 方面 ,对 于 仅 有 
一 个 自 变 量 的 一 元 回归 问题 ,可 根据 实际 观测 数据 描 出 的 散 点 图 
确定 : 

为 了 便于 选择 适当 的 画 数 形式 ,下 面 列 出 了 常见 的 几 种 典型 
曲线 方程 及 其 图 形 , 殿 实际 应 用 中 选用 

(1) 双 有 曲线 

双 上 曲线 方程 如 下 ， 
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其 曲线 图 形 如 图 9.4, 3 所 示 ， 


Wh (2) 5<<0 
图 9. 4.3 
(2) 竺 函数 曲线 
大 函数 曲线 方程 如 下 : 


y= amtr 0) 
其 中 ,参数 a>0, 其 曲线 图 形 9. 4. 4 所 示 . 


J 
0 工 
(C12 二 站 (2) pO 
图 9. 4.4 
(3) 对 数 曲线 
对 数 曲 线 方程 如 下 : 


y= 4 二 dinr (x > 0) 
其 曲线 图 形 如 图 9.4, 5 所 示 . 
《4) 指数 曲线 
指数 曲线 方程 如 下 : 
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0 并 学 ， I 
(1) b>0 {2) pO 
图 9. 4. 5 
Y = ae 
其 中 ,参数 a 二 0, 其 曲线 图 形 如 图 9. 4.6 所 示 . 
J 
二 天 
(1) 8>>0 (2) Bd 
图 9. 4.6 
(5) 倒 数 指数 曲线 
倒 指 数 晶 线 方程 如 下 : 


3 一 ae= (Cr > 0) 
其 中 ,参数 a 守 0, 其 曲线 图 形 如 图 9.4.7 所 示 . 
(6)3 形 曲线 
S 形 曲 线 方 程 如 下 : 


1 
YT be-r 
其 曲线 图 形 如 图 9.4.8 所 示 . 


我 们 通过 具体 的 例子 说 明 如 何 通 过 变量 替换 将 非 线 性 回归 问 
* 289 。 
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C1) BO (2) < 


图 9.4.7 


图 9.4.8 


题 线性 化 . 
例如 ,对 例 9. 4. 1, 根 据 其 散 点 图 ( 见 图 9. 4. 1) 的 形态 ,可 以 认 
为 变量 X 与 了 之 间 具 有 对 数 曲 线 类 型 ( 见 图 9.4, 5} 的 回归 方程 y 
二 a 十 blnz, 于 是 得 到 该 问题 的 回归 模型 . 
Y=a 二 HnzrzT ee E(t) = 00 < De) = 二 oo 
作 变 量 疹 换 , 令 z' 二 inx, 则 得 到 
Y=at+ br +eEe) =O00D(e) 一 和 二 十 co 
显然 ,这 可 以 看 作 是 了 关于 基 "一 lnX 的 一 元 线性 回归 模型 . 由 
试验 观测 值 (x, yi) 按 变换 公式 xz' 二 lnz 计算 出 tx 27 一 1，2， 
…，13， 对 二 和 yy; 利用 一 元 线性 回归 有 的 有 关 计 算 公 式 , 计 算出 
参数 a.b.r 的 估计 值 a..; 并 可 进一步 在 正 态 回归 模型 的 假定 
下 ,进行 有 关 的 回归 显著 性 检验 
具体 的 计算 过 程 如 下 : 
首先 计算 出 变换 后 ,新 变量 关 * 与 Y 的“ 观测“ 值 ; 
+ 90 * 


pp Eee 一 一 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory 试用 版 本 创建 ww fi hepri nt comen 


0. 6931 1.0986 1.3863 1.6094 1.9459 2.0794 


国 
号， 


100. 42 1908. 20 109.58 109.50 1100 -109,93 


2.3026 23979 2.6391 2.7081 2.,7726 2.8904 2.944 


ll0.49 110.59 110.62 110.90 1i0.76 1il,00 111.20 


由 此 得 到 
13 
x*=2.1129 Dri’ = 64.3715 
i== 1 
13 
y=109.9377 >,y: = 157143.0879 
sk 
13 
Dxry: = 3030. 6141 
f= 1 
故 有 


-rc" 一 64. 3715 一 13 X 2.1129 = 6.3350 
tr'y = 3030. 6141 — 13 x 2,1129 X 109.9377 = 10. 8783 
iyy 157143. 0879 — 13 X 109. 9377 一 21. 2155 


于 是 , 求 出 
少 二 a 一 1.7172 

a = 109. 9377 一 1.7172 X 2.1129 = 106. 3094 

得 到 Y 关于 六 的 和 经验 回归 方程 
y= 106.3094 十 1.7172lnz 

再 计算 误差 方差 的 估计 值 ,由 

by — Bsr = 21. 2155 — 1.71722 X 6.3350 
得 有 的 无 偏 估计 值 史 为 
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2 2 5380 

13 一 2 
最 后 :进行 回归 的 显著 性 检验 ,计算 变量 % “与 了 之 闸 的 样本 相关 
系数 之 值 : 


一 0. 2305 


1， 四 10, 8783 
Vi M6.3350 M21.2155 
查 表 ;得 Roo 11) 二 0.684; 因 为 RR 二 0.9383> Roo (11), 于 是 ; 变 
量 X “本 了 之 间 的 线性 相关 关系 显著 , 即 可 以 认为 变量 六 与 了 之 
间 有 显著 的 形 如 y= 二 a 十 blnz 的 相关 关系 . 

再 看 例 9. 4.2, 根 据 其 散 点 图 (图 9. 4. 2) 的 形态 ,可 以 认为 电 
压 U 关于 时 刻 t 的 如 归 方 程 为 指数 曲线 类 型 (图 9.4, 6) , 即 为 zx 一 
ae", 因 此 ,得 到 这 个 问题 的 加 归 模 型 为 

U =~ aes + e,Ele) = 0,0 < De) = +oo 
其 中 ,a 为 未 知 参数 ,s 为 随机 误差 . 

为 将 这 个 非 线 性 模型 转化 为 线性 模型 ,对 等 式 U==ae” 十 8 两 

边 取 对 数 ,有 


InU =in(ae* 十 ey = Iin[ae*(l 十 —e-*)] 


R = 0. 9383 


二 jna 十 至 十 ln 


号 
l1+—e 


售 Y=lInU ,i lne=A,Iln 1+ ee 二 8* ， 则 有 
Y=A 二 Ae" 

一 把 本 质 的 差距 ,因为 其 中 的 误差 项 e* 是 一 个 与 待 佑 的 未 知 参数 
< 有关, 还 与 自 变 量 上 有关 的 随机 变量 ,不 能 将 其 视 为 随机 误差 . 
这 个 非 线 性 的 回归 问题 ， 

于 是 ,有 些 书籍 恒 将 类 似 于 例 9. 4. 1 那样 的 非 线性 辐 归 称 为 
本 质 上 可 线性 化 的 回归 ;而 将 类 似 于 例 9. 4.2 那样 的 非 线性 回归 
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称 为 本 质 上 二 可 线性 化 的 回归 . 一 般 , 只 对 自 变 量 实施 变量 替换 ， 
则 是 本 质 上 可 线性 化 的 回归; 变量 替换 变 对 因 变 量 实施 (无 论 自 变 
量 是 玫 善 换 )， 则 一 定 是 本 质 上 不 可 线性 化 的 回归 . 

不 难 验 证 ,本 书 列 出 的 六 种 常见 山 线 类 型 中 ,只 有 对 数 曲 线 》 
一 4 十 中 nz 属于 本 质 上 可 线性 化 的 回归 ,其 余 五 种 类 型 稍为 本 质 
上 不 可 线性 化 药 ， 

对 于 本 质 上 不 可 线性 化 的 回归 ,有 一 些 直 接 处 理 芍 方法 ,这 里 
就 不 作 进 一 步 的 介绍 . 

我 们 认为 ,在 实际 应 用 中 ,往往 最 感 兴 趣 的 是 配 出 能 反映 变量 
之 间 大 数 关 系 的 经 验 回 归 巾 线 . 如 果 变 量 苦 挽 其 针对 回归 方程 

?一 Akz) 进 行 , 将 其 变换 成 线性 方程 ,不 涉及 关于 随机 误差 的 假 
定 ; 套 用 一 元 线性 回归 前 有 关 计 算 公式 ,估计 出 经 验 回归 方程 ,这 
是 一 种 简便 ,有 效 的 处 理 方法 ， 
例如 ;在 例 9.4.2 中 ,对 回归 方程 
wt 一 ae* 
实施 变量 替换 , 令 y= 二 lnu,x 二 :, 记 轧 二 lna, 则 有 
Y=A+br 
由 现 能 信和 Gyw) 计 算出 Cry yi 二 1,2,… ,113 再 计算 出 


由 此 ,得 到 

ls =385— 11X 5 = 110 

[sy —126.4552 — 11 X 5 X 2.9831 一 一 37.6153 
于 是 


_ 二 37.6153 _ 
110 


4 一 2.983] 一 《一 0. 3420) X 5 = 4.4931 
"2903* 
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一 640931 一 100. 1911 
得 到 电压 U 关于 时 刻 上 的 经 验 回 归 方 程 为 
w = 109. 191le™*™? 
此 题 如 果 考 典 实 际 的 物理 背景 ,即时 刻 : 一 0 时 ;电压 秆 为 «= 
100 优 ; 运 用 过 定点 的 回归 方程 公式 (参见 习题 九 第 1 题 ), 可 求 得 
经 验 问 归 方 程 次 
nu = 了 OO 一 
最 后 ,我 们 指出 , 对 于 含有 多 个 自 变量 的 多 元 回归 问题 ,仍然 
可 以 利用 变量 普 换 ,将 其 作 线 性 化 处 理 . 例如 ,在 某 项 试验 中 , 根 
据 经 验 知 道 ,试验 指标 Y 与 变量 Xi ,X2,X 有关, 并且 与 XY, Xi， 


去 成 正比 例 关系 ,于 是 我 们 可 以 假设 有 如 下 回归 模型 
1 
Y=bh hr + brt + 全 二 


式 中 ,s 是 随机 误差 ,这 是 一 个 三 元 非 线性 回归 问题 . 作 变 量 着 换 
莹 一 站, 巡 一 过 ,该 问题 即 化 成 为 一 个 三 元 线性 回归 问题 ， 

下 面 将 要 介绍 的 一 元 多 项 式 回归 ,是 将 具有 一 般 形式 的 非 线 
性 回归 问题 ,本 质地 转化 为 线性 回归 的 一 种 方法 . 


二 、 一 元 多 项 式 回 好 


从 高 等 数学 中 ,我 们 知道 一 个 有 任意 阶 导数 的 函数 可 以 展开 
成 震级 数 ,这 个 级 数 的 前 有 限 项 是 一 个 多 项 式 , 可 任意 地 过 近 这 个 
函数 ,还 可 以 证 明 ,; 设 了 (x) 是 [a,8j] 上 的 连续 函 匆 , 则 对 任 纵 
e>0, 存在 多 项 式 P(r) ,使 |f(z) 一 PCz) | 之 e 对 as 安 z 么 2 一 致 成 
立 . 

根据 上 上 述 思路 ,我 们 来 讨论 对 回归 函数 的 估计 问题 . 仅 说 明 
一 元 多 项 式 问 妇 , 

设 因 变量 7 与 自 变量 苹 有 关 ; 记 了 关于 % 的 回归 函数 为 
kT) ,从 上 面 的 说 明 , 考 虑 函数 uz) 为 一 个 上 次 多 项 式 , 即 

"A 罗 
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RE) = 二 Bt 二 二 
这 样 ,得 到 这 个 问题 的 回归 模型 为 
了 = 本 十 十 Bx 十 十 B 光 十 儿 
式 中 ,s 是 随机 误差 ， 作 变量 替换 ; 
TI1 = TT = Ti 
则 上 述 模型 变换 成 
Y= 二 hr 二 Br 十 十 BT 十 € 
这 是 一 个 多 元 线性 回归 模型 . 运用 与 处 理 多 元 线性 回归 问题 相同 
的 方法 , 即 可 解决 这 个 多 项 式 回 归 问 题 . 
因此 ,从 理 沦 上 说 , 当 因 变量 与 日 变量 之 间 存 在 相关 关系 ( 线 
性 或 非 线性 ) 时 ,都 可 以 利用 多 项 式 回 归 , 估 计 出 相应 的 多 项 式 经 
验 回归 方程 ( 当 谋 差 偏 大、 回归 模型 不 显著 时 ,应 增加 和 多项式 的 项 ， 
亦 即 考虑 更 高 次 数 的 多 项 式 再 做 回归 ). 尤其 是 随 着 计算 机 的 广 
泛 应 用 ,克服 了 回归 分 析 方 法 在 计算 方面 的 一 些 障碍 ,使 这 种 方法 
的 应 用 越 来 越 广 泛 . 
此 外 ,还 有 关于 多 个 自 变 量 的 多 项 式 回 归 , 其 中 的 内 容 非常 丰 
高 , 这 里 不 做 这 人 详细 地 分 绍 了 ， 
下 面 我 们 利用 例 9. 4. 2 的 观测 数据 , 求 电 压 忆 关于 时 刻 上 的 
多 项 式 回 归 方 程 : 
考虑 电压 UU 关于 时 刻 上 的 二 界 多 项 式 回 归 , 即 先 取 大 一 2, 再 
检验 回归 是 否 显 着 ;以 决定 是 否 增 大 多 项 式 次 数 . 此 时 ,回归 方程 
为 
uw 一 ,二 bt br 
作 变 量 替换 , 令 x 一 1,x;= 二 ,于 是 回归 方程 变 为 
tt = bd bx + barr 
商用 多 元 线性 回归 中 的 记号 ,根据 所 得 到 的 观测 值 ,有 
1] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
= 0 1 2 3 4 5 é& 7 8 9 10 
0 1 2 3 4 5 10 
+ 295 +* 
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于 是 ;计算 出 
11 55 385 
及 有 一 |55 385 3025 
38D 020 29333 


4980 ”一 1890 150 
(XE)-1 一 aa — 1890 1078  — 100 
150 一 100 10 
361 95. 8881 
Xry— |824 | ,Bb = (XXII 一 | 一 21.2375 
3882 1. 2319 


得 到 电压 UV 关于 时 刻 上 的 经 验 回 归 方 程 为 
2 = 95.888] — 21.237 虹 十 1.231943 


计算 各 离 差 平方 和 ,有 
Qr = 2 (0 — HY) = 10125. 6364 


rel 


361 
cz 3 — C95, 8881 一 21.2375 1.2319) |1824 
加 882 
一 ?4. 8601 
Wr =r CO— Wr = 10125,.6364 一 74., 8601 
一 10050, 7763 


由 地 一 大 一 2 计算 


有 Qa/k _ 10050.7763/2 
Qe/(n—k—1) 7468601/(11 一 2 一 1 
一 537. 0432 


查 表 ,得 oo (2,8)= 二 8.65, 扩 六 om(2,8) 可见, 多项式 回归 显 
著 . 
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39.5 应 用 


作为 重要 的 数理 统计 方法 之 一 ,回归 分 析 方 法 已 得 到 广泛 的 
应 用 . 本 节 首 先 简要 地 介绍 回归 分 析 的 一 个 重要 的 应 用 , 即 预 测 
和 控制 ,然后 介绍 一 个 具体 的 应 用 实例 . 


一 ,预测 和 控制 


1， 预测 

预测 的 方法 有 许多 ,其 中 很 常见 的 一 种 统计 预测 方法 ,是 利用 
回归 方程 作 预 测 . 

设 Y 是 要 考察 的 指标 即 因 变 量 ,XX 是 与 了 有 相关 关系 的 自 恋 
量 ( 且 变量 也 可 以 是 多 个 ,为 叙述 方便 ,这 里 统称 为 届 )， 所 谓 预 
测 , 就 是 对 于 给 定 的 五 的 值 z。, 求 Y 的 预测 值 y。 以 及 给 定 的 置信 
度 1 一 a, 求 出 Y 的 值 y 的 置信 区 间 , 这 个 置信 区 间 称 为 预测 区 
间 ， 

假定 了 关于 六 的 回归 模型 是 

Y= APfz)y 十 8 E~ Jr0,a2) 
则 当 六 取 定 值 x。 值 时 ,有 
Yo = g(x0) 十 上 E~ NO,0o) 

这 样 yo 是 za 的 观测 值 , 当 我 们 得 到 回 妇 函数 (x) 的 估计 A(z) 
后 ， 通常 以 Yo 的 后 上 归 慎 3 一 产 (ro) 作为 Hn 的 预测 值 ， 并 据 此 求 出 Yo 
的 置信 区 间 . 

由 于 对 y。 进行 区 间 佑 计 需 要 导出 有 关 估 计量 的 概率 分 布 ,而 
这 个 问题 目前 仅 对 线性 回归 分 析 有 比较 完整 的 结果 ,因此 ,利用 回 
归 方 程 作 预测 , 通常 都 是 对 线性 回归 的 问题 或 本 质 上 可 线性 化 的 
非 线性 回归 问题 进行 的 . 下 而 我 们 仅 通过 一 元 线性 回归 来 说 明 预 
测 的 方法 ， 

对 于 一 元 正 态 线性 回归 模型 (9. 2. 2) ,有 

2D7 。 


下 Ta 一 
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Yo 一 & 十 pro 十 嫩 名 一 和 (0) 《9- 5. 1) 
0 的 预测 值 y= a 十 gro, 于 是 加 一 和 一 yo 一 (Ga 十 ro)， 为 讨论 概率 
分 布 ,将 ya 3 换 成 了 YY7z，…Y。， 
可 以 证 明 
mr 一 — {a 二 bro) 
{xo 2 , 


tn — 2) (9.5.2) 
十 过) 十 
对 于 给 定 的 置信 和 度 1 一 c, 由 式 (9. 5. ER ys 的 预测 区 间 为 


< . 一 
CES EW EE 


a 
4+ bro tkn — 2) A (i+ 土 十 C3 
显然 ;预测 区 间 的 长 度 是 
L= Znln — 2 C++ Cs 


我 们 看 到 ， 当 Xo 二 并 We 因而 预测 最 准确 ;ro 
离 工 越 近 ,预测 越 准确 fx 离 x 越 远 , 预测 准确 性 越 差 。 此 外 ,在 
点 zo 给 定之 后 ,于 的 值 越 小 , 预测 越 准 确 , 因此 首 测 精度 与 剩余 离 


差 平 方 和 Qs 有 关 . 
当 9 很 大 时 ;同时 zx 离 工 不 太 远 , 亦 即 使 得 (zo 一 T+) 很 小 ,了 远 
远 小 于 t+ 此 时 有 
fu — 2) a ws| 1 er a 1 
可 得 到 yo 的 出 较 简 洁 的 近似 预测 区 则 
Ca 十 bx, 一 usd ,a 十 Bx 十 us0) 《9. 5. 3) 


最 后 ,我们 指出 ,利用 回归 方程 进行 预测 ,给 定 自 变量 区 的 值 

xzo 一 般 应 在 原来 做 试验 时 给 定 的 和 的 区 间 范 围 内 ,否则 预测 精 

度 会 大 大 降低 - 而 县 , 在 超出 上 述 范围 后 ,原来 建立 的 经 验 回归 方 
”298。 
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程 可 能 已 经 不 适用 . 

2， 控 制 

控制 是 预测 的 反问 题 , 即 如 果 要 求 了 的 值 y 在 某 指 定 区 间 
(di1,43) 内 取 值 时 ,应 将 六 的 值 控制 在 什么 范围 ? 具体 要 求 是 ， 
对 于 给 定 的 置 值 度 1 一 <; 求 出 相应 的 & 和 #50; 值得 二 x 二 02 时 ， 
对 应 于 多 二 zz 的 的 值 落 在 (di,43} 内 的 概率 不 小 于 1 一 a 

控制 问题 的 求解 比较 复杂 一 些 , 我 们 仅 利用 式 (9. 5. 3) 求 出 一 


个 近似 结果 . 
由 式 (9. 5.3), 令 
di =a 二 br ~ Wd - (9.5.4) 
d; =a + x + wt 《9- 5. 5) 
的 方程 ,得 


dia dd 一下) 一 
工 ] 一 1 oi AX 一 Fs 击 / 2 


取 

el 一 min{x) 了 } cz 一 max {x , xs} 
则 (Ce; ,cs) 即 是 满足 要 求 的 x 的 控制 区 间 ,需要 注意 的 是 ,指定 区 间 
(a :2 的 区 间 长 度 ds— di 必须 超过 预测 区 间 长 度 Zia20, 才能 实 
现 控制 . 


二 、 非 线性 交 调 的 频率 设计 


非 线 性 交 调 的 频率 设计 问题 ,其 工程 背景 广泛 存在 于 通信 系 
统 中 ,这 时 介绍 的 实例 ,是 卫星 通信 中 频率 设计 问题 的 简化 . 先 简 
单 说 明 背 景 ， 如 果 一 非 线性 器 件 输 人 xz 一 cos2r 太 :十 cos2rfs， 
刻 关 J3: 而 输入 输出 关系 为 y(2) 二 x 人 十 w2 (2) , 则 y() 的 展 式 为 


y(t) =1 十 cos2r ft 十 cos2mrj 十 Feosdnfit 十 Fcos4m fat 


十 cos2rtf + ft + cos2rtf — ft 
可 见 (5 的 展 式 中 不 仅 包 含有 原 信 和 号 的 烽 率 六 和 f;,; 而 且 包 合 
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有 2,f 土 f; 等 新 的 频率 成 分 ,这 些 新 的 频率 称 为 交 调 - 如 果 这 
些 交 调 出 现在 有 和 fi 的 接收 带 内 ,就 会 形成 干扰 . 工程 设计 中 
的 一 项 任务 就 是 在 允许 的 范围 内 调整 1 和 fi 使 得 各 交 调 对 信和 号 


不 构成 干扰 ;或 者 基 弱 干扰 

现 有 一 非 线 性 (SCS) 和 系统, 其 输入 输出 关系 由 如 下 的 一 组 数 
据 给 出; 

输入 ux | 0 5 0 20 0 40 0 60 有 


输出 y 0 2.25 6.80 20. 19 35. 70 506. 40 75. 10 87. B85 98. 50 


输入 信号 为 
ut) = Acos2rf tt Acosorfot 十 Acos2nit 


式 中 ,A 二 25,As 二 10,Ay 二 45 是 输入 信号 振幅 ， 一 般 的 输入 信号 


xD) 一 仑 ,4ucos2r7u 有 数 十 项 或 上 百 项 ,这 里 做 了 简化 ， 

对 输入 信号 频率 及 ,所 ,f 的 设计 要 求 为， 

1) 36S 140.4 /50,46< fs.53. 

2) 输出 中 的 交 调 均 不 得 出 现在 :十 5 的 范围 内 ,i 一 1,2,3, 此 
范围 称 为 上 的 接收 带 ， 

3) 天 不 能 出 现在 广 的 的 使 收 带 内 渡 、j 一 1;2，,3, 守 

4) 定义 : 信 噪 比 SNR 单位: 分贝 ) 为 


B? 
SNR = 10logi。 C2 io= 1,2,3 


式 中 ,B, 为 输出 中 对 应 于 f; 的 信号 的 振幅 ,C, 为 某 一 个 频率 为 太 


的 交 调 的 振幅 . 
当天 出 现在 六 士 8G=1,2,3) 处 时 ,; 则 其 对 应 的 六 际 比 要 大 
于 10 分 贝 ， | 
这 一 要 求 的 意义 是 ,六 出 现在 户 士 6 处 时 ,已 不 在 fi 的 接收 
= 300 + 
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带 内 ,但 距 天 的 接收 带 很 近 . 因此 , 若 此 讨 信 噪 比 SNR>10 分 
内 , 则 可 认为 关 对 二 的 于 拢 可 和 忽略 不 计 , 和 否则 ,认为 记 对 有 王 
抗 ， 

3) 为 简单 起 见 , 下 只 取 贡 数值 ; 电 交 调 具 考 虚 二 阶 类 型 ( 即 
(天 士 万)r7 一 1,3, 和 三 和 阶 类 型 ( 即 { 玉 十 方士 户 } 7 一 1，2， 
3), 

一 般 的 情形 是, 可 取 非 负 实 数值 , 交 调 需要 考 虚 五 阶 或 七 
阶 ， 

下 面 按照 上 述 简 化 的 设计 要 求 ,确定 输入 六 号 频率 ,了 , 
的 取 值 . 

这 个 问题 的 求解 分 三 个 步 坚 :Ca) 由 所 给 的 数据 建立 输入 输出 
疾 系 武 ;( 丰 在 {j,i 二 1 ,2,3 介 许 的 范围 内 ,和解 出 满足 频率 约束 条 
件 的 全 部 可 能 的 配置 ; (ec) 计算 输出 的 信和 号 频率 和 交 调 频率 的 振 
幅 , 计 算 名 信和 躁 比 , 选 出 符合 变 求 的 频率 设计 ， 

鉴于 本 书 的 性 质 , 我 们 主要 介绍 利用 回归 方法 建立 输入 输出 


次 系 式 ,其 余 内 容 作 简要 说 明 . 
根据 设计 要 求 , 仅 考 碟 二 阶 和 三 阶 交 调 , 因 此 假定 输出 输出 的 
卫 数 关系 是 ; 
yt) = Bt) 十 oF) 十 Bus Cf) C9. 5-6) 
由 所 纵 输 入 输出 的 实际 数据 ,有 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 
0 5 10 20 30 40 50 6 80 
0 5 10: 20: 30z 40? 50: 602 80 

5 10: 20: 30* 40 50 6nz 808 


X= 


于 是 
9 295 15525 953125 
295 15525 953125 63710625 
15525 953125 -63710625 4496903125 
953125 63710625 4496903125 329315015625 
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了 一 [02.256.8020.15 35. 70 56.40 75. 10 87.85 98.50] 


382. 75 
|20715. 25 
~ |1265576. 25 
3536881. 25 
故 由 $9.3 公 式 ,得 到 关系 式 (9. 5.6) 中 系数 5,.5,,b, 和 5, 的 估计 
为 
b, 9 295 15525 953125 “11 
六 | | 295 15525 953125 63710625 
六 | | 15525 953125 63710625 446903125 
6, 53125 63710625 446903125 329315015625 
82. 75 .04946 
20715.25 | |0.2391 
|1265576.25 | |o.04551 
3536881. 25 一 0.000414 
得 到 估计 的 输入 输出 关系 式 
ytt) =0.04946 十 0. 2391utt) + 0. 04551u: Ct) 
— 0. 0004142u: (2) C9. 5. 7) 


检验 式 (9. 5.77 的 显著 性 ,有 
F 一 4629. 42 守 Pymnt35) = 12.06 
及 ”一 站 .9982 
表明 关系 式 (9. 5.7) 是 显著 的 . 
然而 ,考虑 到 检 和 人 输出 关系 的 物理 背景 (这 一 点 在 处 理 实 奈 问 
| 题 时 尤 需 重视 ) 8 由 所 给 数据 中 ,有 # 二 从,y 二 人 ,有 即 没 有 输入 信号 时 
没有 输出 信号 ,表明 常数 项 a==0 更 为 合理 ， 因而 应 对 其 余 的 8 对 


数据 求 形 如 
yt) = bult) 十 Beat 人 的 十 bout) 
的 输 人 输出 关系 式 . 
用 相同 的 回归 方法 ,可 求 得 
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y(t) 一 站 24412afr7y 十 004538220t) — 0, 0004132w 人 
(9. 5. 8) 
检验 式 (9. 5. 8) 的 显著 性 ,有 
Fo= 5734.23 DD Fonm(2,5) = 13. 27 
R* = 0.999782 
表明 式 (9. 5. 8) 的 显著 性 与 式 (9. 5. 7) 几乎 相同 ,综合 物理 背景 的 
因素 ,选用 式 (9. 5.8) 作 为 本 问题 的 输入 输出 关系 式 . 


对 于 输入 信号 
ut) 一 DAcos2nf (9. 5. 9) 
将 式 (9. 5.9) 代 人 式 (9.5.8): 整 理 后 ,可 发 理 频率 成 分 有 以 下 几 


种 : 

《1) 一 阶 fi 二 1,2,33 

(2) 二 阶 fi 士 f .j= 二 1,2,3) 产 j 

(3) 三 阶 2 十 说 十 fj 二 firivjR=1,2,3,1j 关 A 
其 中 22、(3) 妈 为 可 能 出 现 的 交 油 . 

根据 频率 设计 要 求 1)、.2)、3) 及 5), 可 以 选 出 满足 频率 约 东 的 
有 8 组 解 (f1, fz, fs): 

C36,42,54), C36,42,55), {36,48,54) 
(36,49,56), (36,43,55), (37,49,55) 

再 根据 频率 设计 要 求 4) 中 关于 和 信忠 比 的 全 求 , 先 计算 对 应 于 
频率 为 fi 二 1,2,3) 的 振幅 和 各 类 可 能 需要 考 进 的 交 调 的 振幅 ， 
再 计算 有 关 的 信 躁 比 ,得 到 土 述 6 组 频率 中 信忠 比 大 于 10 分 内 即 
满足 条 性 4) 的 只 有 二 组 : (36,42,55) 和 和 (35,49,55)， 

于 是 ,得 到 非 线 性 交 调 的 频率 设计 的 解 为 . 

万 一 36, 户 一 42, 户 一 55 
或 者 
= 36,f, = 49,fs = 55 
+ 303 + 
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习 题 九 


1. 《过 定点 配 直 线 ) 假 定 从 某 河 题 的 实际 背景 确定 : 当 自 变量 
X 取 值 为 xo 时 ,; 因 变量 Y 就 取 yo 才 符 合 实际 背景, 则 可 假设 如 下 
的 过 定点 txo;y0) 的 一 元 线性 回归 模型 ， 

Y= yt br Oo Zo) f = 下 ,2 

式 中 避 eye 相 互 独立 ; 均 服 从 正 态 分 布 Nt0,0”), 试 由 观测 值 
(ry 二 1,2,"…,n ,用 最 小 一 彝 法 估计 参数 38, 并 用 算法 估计 
0 

2. 在 一 定 条 人 忻 下 测 得 石灰 水 乳液 的 密度 XX 与 百 分 浓度 Y 的 
一 组 值 为 


密度 zi(a) 1.038 1.0385 1.039 1.050 1.063 1.064 


讶 分 深度 yy( 和 加) | 5.05 5. 了 6. 45 8.26 10.08 11.12 


密度 rd) 1.073 ].090 -1.096 


百 分 浓 度 3 和) 


l- B01 -1.082 


1l2.00 13.16 13.68 15. 35 ]6. 54 


从 物理 化 学 的 意义 上 说 , 当 石灰 水 乳液 的 百 分 浓 度 为 0 时 ,其 
密度 应 为 水 的 密度 (等 于 1)- 试 由 土 述 观 测 值 求 出 了 关于 闪 的 符 
合 物理 化 学 意义 的 线性 回归 关系 式 ， 

3- 以 下 列 出 了 悬挂 不 同 重 量 下 的 弹 凌 的 长 度 ; 


重量 20gy》 5 10 15 20 25 $0 
长 度 y(tem) 7. 25 8. 12 8. 95 9. 90 10.9 11.8& 
和 0 车 下 
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(1) 由 上 述 观 测 值 , 画 员 散 点 图 草图 ,直观 上 能 否认 为 重 晤 六 
与 长 度 Y 是 线性 相关 的 ? 

(2) 求 出 长 度 Y 关于 重量 和 的 经 验 线性 回归 方程 . 

4, 某 工厂 为 预测 其 产品 的 回收 率 了 ,村 研究 它 与 原材料 的 有 
效 成 分 X 之 间 的 相关 关系 , 现 取 得 8 对 观测 数据 (zi,yi) ,计算 得 : 


3 = 52 > = 228 
> = 478 > = 7666 pe = 1849 


了 一 】 


(D 检 验 攻 与 工 的 线性 相关 关系 是 否 显著 (< 一 0 01)? 


(2) 求 了 关于 XX 的 经 验 线性 问 妇 方程 . 
5- 研究 物体 横 面 上 局 部 能 量 葡 与 渗透 深度 Y 的 关系 ,理论 
上 认为 它们 之 间 关 系 式 为 : 
站 一 如 十 5 十 EE N(O,0) 
予 面 是 13 次 独立 观测 得 到 的 数据 : 
区 41 50 81 104 120 139 154 
y 4 8 1 1 16 20 19 
z 180 208 24] 250 269 301 
y 23 26 30 31 36 37 


(1) 试 检验 线性 回归 蚌 否 显著 (a 二 0. 01)? 

(2) 求 未 知 参数 <.5 的 最 小 二 乘 居 计 值 和 o 的 无 偏 估计 值 ， 

6， 在 考察 硝酸 销 的 可 溶性 程度 时 ,对 一 系列 不 同 温度 观察 它 
在 100ml 的 水 中 溶解 的 硝酸 钠 的 重量 ， 得 到 一 组 观测 值 (x,, 3 ,1 
二 1;2,…,9. 计算 得 : 


"D5" 
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多 弛 
人 34 jx CO— 811.8 
Fn | 


tes 1 


9 多 儿 
Dri=10144 他) 让 一 76218.1339 全 yy 一 24628.6 


i=] Fm 一 


从 理论 上 推测 ,温度 二 与 溶解 的 硝酸 钠 的 重量 Y 之 间 有 关系 式 ， 
Y=a br 二 +é tf 一 1 2 

式 中 El E29""" Ey 相互 独立 , 均 服 从 正 态 分 布 N00 7 

(1) 求 示 知 参数 a.5 的 最 小 二 乘 估计 值 和 o 的 无 偏 估计 值 . 

(2) 检 验 线 性 回归 是 否 最 著 (a==0. 01)? 

` 7. 通过 原点 (0,0) 的 二 元 线性 回归 模型 为 
Yi= brn tbrst 6 ft = 1,2 

式 中 ,1e2，*…" ,6 相互 独立 ; 均 服 从 正 恋 分 布 N00, 下). 试 由 观测 
值 (xa zy =1,2,… ,#2; 用 最 小 二 乘法 ,推导 出 估计 参数 5、5， 
的 正规 方程 组 . 

8. 某 化 工厂 产品 率 了 与 反应 温度 Xi、 反应 时 间 六, 以 及 反应 
物 浓度 X。 有 关 ,X XXX 的 到 值 状态 均 以 数码 一 1.1 表示 , 今 对 
Ai As Xas 的 各 种 了 到 值 测 得 产品 产 率 Y 的 观测 数据 如 下 ， 


温度 zn| 一 1 一 1 一 1 一 1 | 1 1 1 
时 间 xi 一 1 一 1 1 ] 一 1 —1 1 1 
时 间 zis| 一 1 | 一 1 1 一 1 1 一 ] 1 


产 率 方 | 7.6 103 92 102 84 11.1 9.8 12.6 


根据 以 往 的 经 检 , 认为 有 如 下 关系 式 : 
Y=atbrt br brte ~ NO,0) 
(1) 求 出 未 知 参 数 < 人 .5 名 的 最 小 二 乘 估计 值 和 误差 方差 
撕 的 无 偏 估计 值 , 写 出 经 验 线 性 同 归 方 程 
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《21 检验 线性 回归 是 否 显 著 (a 一 0.0537 
9. 某 地 区 1975 年 至 1984 年 的 10 年 中 , 货 远 总 晤 了 (万 吨 )、 
工业 总 产值 Xi 十 亿 元 ) 和 农业 总 产值 区 :十 忆 元 ) 的 数据 资料 如 


下 : 
货运 总 量 » 2,8 2. 9 3.2 3.3 3.4 
工业 总 产值 xx 25 27 29 32 34 
农业 总 产值 zx 3.6 3.8 4.0 4 44 4, 8 
贷 运 总 和 量 六 3.2 3.3 3.7 3.9 4. 
工业 总 产值 zx: 36 35 39 42 45 
农业 总 产值 zz 4.7 44. 各 5. 3 5, 5 5.9 
求 货运 总 量 了 关于 工业 总 产值 式 :、 农业 总 产值 XX; 的 经 验 线 
性 同 妇 方程 . 
10. 一 种 产品 的 单位 成 本 Y 与 制作 数量 区 相关 , 现 得 到 如 下 


制作 数量 x,t 千 件 } 2 3 5 10 


单位 成 本 (元 / 忻 } 5.52 4.08 2.85 2.1] 
制作 数量 zl 千 忻 } 30 50 100 200 


单位 成 本 %( 元 /和 件 } 1. 41 1.30 -1.21 1. 15 


根据 上 述 数据 ,大 致 推断 了 与 和 之 间 为 形 如 
* 307， 
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Y= 二 a 十 b 汪 十 EtE ~ ND,) 


的 模型 ,其 中 = 为 下 的 取 值 ， 

(1) 求 未 知 参 数 a.5 的 最 小 二 葬 信 计 值 和 of 的 无 偏 佑 计 值 ， 
并 写 出 经 验 回归 方程 . 

《2) 检 验 上 述 回 归 是 否 显著 (fa 一 0. 01)? 

11.《“ 同 一 个 问题 可 建立 不 同形 式 的 曲线 何 反 方程 ) 对 例 
9.4, 1 的 数据 ,我 们 曾 求 出 了 形 如 y= 二 a 十 Blnz 的 个 归 方 程 ; 并 向 
了 相应 的 显著 性 检验 . 现 仍 以 同样 的 数据 ,要 求 : 

《1) 对 回归 模型 

Y=abv 7 十 E 一 NCOO,o?Y 
求 未 知 参 数 e.2 以 及 re 的 估计 值 , 写 出 经 验 回 归 方 程 , 并 检验 全 
归 是 否 显 著 (z 一 0.01)? 
(2) 对 僻 归 模型 


Y=atb 二 +e e ~ N(0,0?) 


求 未 知 参 数 a.5 以 及 的 居 计 和 值 , 豆 出 经 验 癌 归 方 程 ,并 检验 回 
归 是 天 显著 (o==0. 01)? 


(3) 比较 三 种 形式 :ya 十 Hlnz,y 一 a 十 b MT,y 二 a 十 5 二 的 


曲线 回归 的 拟 合 程 度 , 指 出 哪 一 种 最 好 (提示 :可 比较 相关 系数 缀 
对 值 大 小 ,也 可 以 比较 剩余 离 差 平方 和 大 小 ) 

12. 下 面 纵 出 的 是 一 种 油漆 的 干 煤 时 间 Y 与 油漆 中 一 种 座 加 
剂 用 量 XX 之 间 的 一 组 数据 : 


四 
[RAR 


2 喜人 公 厅 ) 1 2 3 4 5 6 7 8 


yo 小时》 7.2 07 47 37 47 4.2 52 65.7 


根据 数据 情 视 ,考虑 以 二 次 多 项 式 来 氢 合 ; 即 假定 
* 308 * 
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Y= 二 hr, 二 br 二 1 二 1 ,2 
式 中 ,6…yes 相互 独立 ; 均 服 从 正 态 分 布 N (0, ). 
(1) 求 未 知 参 数 4a、5、5 的 最 小 二 乘 估计 值 和 于 的 无 仿 信 计 
晶 , 写 出 经 验 回归 方程 . 


(2) 求 复 相关 系数 RR' ,并 检验 二 次 多 项 式 回 归 是 否 显 着 (ae 
0.01)7? 
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第 十 草 ”方差 分 析 及 试验 设计 


本 章 将 要 介绍 的 方差 分 析 方 法 也 是 数理 统计 学 重要 的 基本 方 
法 之 一 ,主要 讨论 单 因素 的 方差 分 析 和 两 因素 的 方差 分 析 . 同时 ， 
还 要 介绍 正 交 试验 设计 最 基本 的 内 容 . 最 后 是 方差 分 析 方 法 和 正 
交 试 验 设计 方法 的 简单 而 有 效 的 实际 应 用 例子 


3 10.1 方差 分 析 概 述 


任何 一 种 产品 的 质量 往往 受到 诸多 因素 的 影响 . 例如 ,在 工 
业 上 ,产品 的 使 用 寿命 与 生产 流程 ,生产 工艺 .原材料 ,工人 素质 等 
因素 有 关 . 任何 一 个 因素 的 改变 ,都 可 能 对 产品 的 使 用 寿命 产生 
-一定 的 影响 ， 同 样 的 情况 存在 于 很 多 的 科学 技术 分 支 和 人 类 活动 
的 许多 领域 . 例如 ,在 企业 上 ,一 种 农作物 的 产量 与 所 用 种 子 的 品 
种 .播种 量 . 施 肥 量 ,农药 使 用 情况 等 等 因素 有 关 . 

这 一 类 问题 的 一 般 担 法 是 ,在 生产 和 科学 试验 中 ,我 们 所 考察 
的 指标 受到 一 些 因素 的 影响 - 涡 要 研究 的 问题 是 , 介 析 各 种 因素 
对 考察 指标 的 影 啊 程 度 , 分 情 酬 些 因 素 是 主要 的 ,哪些 因素 是 次 要 
的 ,进一步 找 出 各 个 因素 最 佳 的 措 配 ,从 而 达到 最 好 的 效果 . 

由 于 考察 析 标 在 受到 各 种 明确 的 因素 影响 的 同时 ,也 受到 贿 
机 误差 的 影响 ,因此 ,通过 生产 或 科学 试验 得 到 考察 指标 的 观测 般 
据 之 后 ,一 方面 要 分 析 各 种 明确 的 因素 对 指标 的 影响 情况 , 另 一 方 
面 也 轰 分 析 和 随机 误差 的 影响 情况 .下 而 通过 情 于 加 以 说 明 ，. 

例 10.1.1 某 电 子 材料 厂 用 四 种 不 同 配 料 方案 生产 出 四 批 
元 件 ; 在 每 一 批 中 取出 若 于 个 装配 在 宕 机 中 作 寿 命 试验 ,得 如 下 数 
据 ( 单 位 ;小 时 ): 
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1600,1610,1650,1680,1700,1720,1800; 均 值 1680. 00 
在 1580,1640,1640,1700,1750; 均值 1662. 00 
1460,1550,1600,1620,1640,1660,1740,18204 均 值 1636. 25 
1510,1520,1530,1570,1600,1680; 均 值 1568. 33 


需要 考察 用 不 同 的 配料 方案 生产 的 元 件 的 使 用 寿命 有 没有 显 
闭 的 差异 ? 

我 们 先 研究 一 下 例 10. 1. 1 中 的 数据 . 可 以 看 出 ,这 些 数据 是 
大 盖 不 齐 . 各 有 差异 的 ,造成 这 些 数 据 姜 异 的 原因 是 什么 昵 ? 首先 
想到 的 可 能 是 生产 元 件 的 配料 方案 不 同 而 造成 数据 差异 . 事实 
上 ;对 四 种 配料 方案 分 别 计算 出 元 件 的 平均 寿命 为 1680. 00， 
1662. 00,1636. 25 ,1568. 23, 它 们 之 闻 的 确 有 差异 ,但 同时 我 们 也 
看 到 ,每 种 配料 方案 下 的 元 件 ; 尽 管 是 相同 条 忻 下 生产 出 的 产品 ， 
它们 的 寿命 仍然 互 有 差异 ,这 又 是 什么 原因 造成 的 昵 ? 一 般 说 这 是 
由 于 生产 过 程 中 总 会 存在 的 随机 因 素 的 影响 而 引起 的 差异 ， 因 
此 , 综 上 所 述 ,造成 元 件 寿 命 差 异 的 原因 有 两 个 方 而 :一方 而 是 出 
于 生产 条 件 ( 配 料 方案 ?不 同 ; 另 一 方面 是 由 于 存在 随机 因素 的 影 
响 . 前 者 所 造成 的 差异 称 为 条 忻 误 可 ,后 者 造成 的 差异 称 为 随机 
误差 

如 果 条 件 误差 与 随机 误差 大 小 束 不 多 ,说 明 条 件 变化 ( 即 改变 
因素 状态 ) 对 考察 指标 (元 件 的 寿命 ) 的 影响 不 明显 ;如 是 条 件 误差 
比 随 机 误 盖 大 得 多 , 则 有 理由 认为 条 件 的 变化 对 考察 指标 有 显著 
影响 . 因此 , 我们 需要 将 成 测 数据 的 总 的 差异 分 解 成 两 大 部 分 ,一 
部 分 是 条 件 误差 , 另 一 部 分 是 随机 误差 ,然后 进行 比较 ,最 后 作出 
因素 对 考察 指标 的 影响 是 否 显著 的 结论 ， 上 述 对 误差 进行 分 解 的 
方法 ,就 是 方 前 分 析 法 

在 方差 分 析 中 , 因素 所 处 的 状态 称 为 因素 的 水 平 . 例如 在 例 
10. 1 1 中 , 因 案 为 配料 方案 . 通常 用 大 写字 母 ,8,;C,… 表 示 周 
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职称 为 因素 4、 因素 召 等 . 配料 方案 有 四 个 水 平 , 记 为 4i:4a， 
4:44， 例 10. 1. 1 中 考虑 的 因素 只 有 一 个 ,为 单 因素 问题 ,对 它 进 
行 的 方差 分 析 称 为 单 因素 方差 分 析 .需要 考虑 的 因素 有 了 两 个 或 更 
多 时 ,所 进行 的 方差 分 析 称 为 两 因素 方差 分 析 和 多 因素 方差 分 析 . 


$10.2 单 因 素 方 差分 析 


如 上 节 所 述 , 单 因素 问题 是 指 在 讨论 对 考察 指标 的 影响 时 ,只 
考虑 某 一 个 因素 4 对 指标 的 影响 情况 . 需要 说 明 的 是 ,这 并 不 等 
于 说 对 考察 指标 有 影响 的 因素 仅 此 一 个 . 实际 上 ,影响 因素 可 能 
有 若干 个 ,只 是 我 们 昌 前 只 需 考 碟 其 中 某 一 个 因素 的 作用 ,而 把 别 
的 因素 都 在 适当 的 水 平 上 面 定 下 来 ,让 所 考虑 的 因素 4 在 大 于 个 
水 平 上 变化 ,以 观察 和 分 析 它 对 考虑 指标 的 影响 ,后 而 的 两 因素 方 
差分 析 用 至 多 因 累 方差 分 析 亦 有 类 似 的 含义 


设 因素 4 有 3 人 水 证 A :44 在 水 平 4 下 ， 进行 n; 次 
试验 ,对 考察 指标 进行 观测 ,这 里 ,i 一 1,2,-… ,sm 之 2; 并 且 各 次 试 
验 是 相互 独立 的 . 各 次 试验 得 到 的 考察 指标 的 样本 观测 什 如 表 
10. 2. 1 所 示 . 
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通常 ,假定 水 平 41,4A;,… ,A; 下 的 考察 指标 为 具有 相 辣 方差 
0 ;数学 期 望 分 别 是 pp pe， 所 的 正 态 分 布 变 量 ,分 别 记 为 六)， 
X29" 轩 有 NNC0) i 一 1929 呈 395; 其 中 所 ;16;… 和 
0 为 未 知 参数 . 

在 上 述 假 定 下 , 观 调 值 xn ,xi， 1 自 总 体 羡 ; 的 样本 
观测 值 ,i==1,2,*…，s. 记 相 应 的 样本 鸭 Xi; 天 ;2;*… 着 ,并 且 息 年 
不 同 水 平 下 的 样本 之 则 是 相互 独立 的 ， 

要 检验 因素 4 的 变化 对 考察 指标 的 影响 是 否 显著 , 归结 为 检 
验 s 个 总 体 矶 ， 生 天， 的 数学 期 望 ,Am 上 是 否 相 等 , 即 


要 检验 假设 
Ho = j= = (10. 2. 1) 
是 否 成 立 . 
下 面 ,我 们 通过 对 离 差 平方 和 的 分 解 ,导出 假设 式 (10.2. 1) 的 
检验 统计 量 ， 
二 、 离 状 平方 和 分 解 


设 试验 总 次 数 为 x, 则 有 一 > 记 水 平 4; 下 的 样本 平均 
值 即 第 ; 组 样本 的 组 平均 值 为 叉 ,观测 值 为 志 , 则 有 


,4 2 Ls i 一 1,2，… 5 


7 二 1 


记 全 部 样本 的 总 平均 值 为 区 ， 观测 人 为 z* 则 有 
1 x, = FT (10. 2. 2) 


z 也 有 类 似 的 算式 ， 
i 
r= PD, 2) (10. 2. 3) 
称 Sr 次 总 交差 平方 和 . 它 反映 了 考察 指标 的 全 部 样本 观测 值 之 
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间 的 差异 程度 . 
我 们 对 总 离 差 平方 和 Sr 进行 分 解 , 有 


Sr = Ti) 十 (Cx, TT EF 


i=1 J=1 


SS Se Se ga 


CG er 
2 Ds Ti) Cri 一 工 ) 
上 式 中 ,最 未 一 项 
?er = 
2 -DD — Xx) 
一 
=- 270 -0 — nx)=0 
于 是 加 
0 -PP 一 ?十 pe — x)? 
_s, + Sa 和 (10, 2. 4) 
式 中 
Ss = pp = 《10. 2. 5) 


1 一 1 j=1 


称 Ss 为 误差 离 差 平方 和 或 组 内 离 差 平方 和 . 
da eS -3 (x i x)? 


= > (2 一 £) (10. 2. 6) 
称 5S4 为 因素 4 的 效应 离 差 平方 和 或 组 间 离 差 平方 和 
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注意 到 Ss 中 的 各 项 > (zy 一 云 )1,i 一 1,2,…,s 反映 了 在 水 


平 A 下 ,样本 观测 值 的 差异 程度 - 因为 是 同一 水 平 下 的 观测 值 ， 
所 以 这 个 差异 是 由 随机 因素 引起 的 . 因而 ,Sz 反映 了 随机 误差 对 
考察 指标 总 的 影响 程度 ， 

而 Ss 中 的 各 项 (7 一 世 六 ,i 二 1,2,… ,5s 表示 在 水 平 4, 下 的 
样本 平均 值 与 总 的 样本 平均 值 之 间 的 差异 ,这 个 差异 是 由 于 因素 
4 水 平 的 变化 引起 的 . 因而 ;Sa 反映 了 因素 A 的 水 平 的 改变 对 考 
察 指 标的 影响 程度 . 

综 上 所 述 , 式 (10. 2. 4) 即 是 我 们 所 需要 的 离 差 平方 和 分 解 式 ， 
它 体现 了 3 10. 1 中 我 们 论述 的 分 解 误差 的 思想 . 


三 、 离 差 平 方 和 的 统计 性 质 及 显 着 性 检验 
为 构造 很 设 式 410. 2.1) 的 检验 统计 量 , 先 讨论 磨 差 平方 和 
STDArds 的 一 些 统 计 性 质 ， 
将 各 平方 和 中 的 rp 一 1,2，337 一 1, 2 全 部 换 成 相 
应 的 样本 区 由 式 (10. 2.5) 有 
Mp -Zor KX ): 十 SOx, 及 ) 十 


i=1 


十 Sx, — 有 RY: (10. 2. 7) 


对 于 总 体 XX; 一 NN(p4307)， 2 (X ,一 及 )? 是 成 | 的 样本 Xi， 
六 gs， 代 in 的 样本 方差 的 一 1 信 ， 故 由 第 六 章 3 6.2 中 的 定理 
6, 2, 4; 省 
DO ~ Fy ~ Km — t= |, 
由 于 不 同 水 平 之 间 样 本 的 相互 独立 性 , 喜 在 式 (10. 2.7) 中 的 各 项 


平方 和 相互 独立 . 由 分 布 的 可 加 性 性 奈 , 有 
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Se x | Dn, TT 1) | 
了 到 
即 
元 Se pe (10. 2. 8) 


于 是 ,Ss 的 自由 度 为 4 一 s, 并 是 CSE) 二 (mn 一 s) 0 

对 于 总 离 差 平方 和 Sr, 当 式 410. 2.1) 的 假设 丑 , 为 走时 , 即 
AM 一 pe 一 一 入 成 立 , 则 所 有 的 样本 Xx 可 以 看 作 是 来 自 同一 正 态 
总 体 NGCP 2)- 由 于 已 1237 一 1，2, :相互 独立 ,而 
且 $7 正好 是 所 有 的 Xi 的 样本 方差 的 4 一 1 倍 , 故 同样 由 定理 
6. 2. 4, 有 


Sr ~ Mn 一 1) (10. 2. 9) 


心 了 的 自由 度 为 n—1. 
对 于 效应 高 差 平 方 和 54, 它 的 自由 度 为 5 一 1, 可 以 证 明 ,S， 
与 Ss 相 瑟 独立 ,并且 当 式 (10. 2. 1) 的 假设 五 。 为 真 时 ,有 


$4 ~ Xs 一 1) (10, 2, 10) 
把 S4、Ss 分 别 除 以 各 自 相应 的 自由 度 , 得 
54 = -2 5 = -2 (10. 2. 11) 
分 别称 %4.5z 为 因素 4 的 效应 离 亩 均 方 和 及 误差 离 识 均 方 和 . 
构造 检验 统计 量 
Fi = * (10. 2. 12) 
让 于 
1 
了 本 
一 1) {ts—1) 
A 
(Km 一 5) GO 
(n 一 5) 
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故 由 式 (10. 2.8). 式 (10.2.107 以 及 下 分 布 的 定理 , 当 式 (10. 2. 1) 
假设 玉成 立时 ,有 
4 一 上 一 了) {10. 之 13) 
综合 前 面 关 于 各 离 闫 平方 和 所 反映 的 意义 的 论述 ;如 果 因 素 
4 对 考察 指标 的 影响 显著 , 则 4 应 比 Ss 大 得 多 ,因而 的 但 应 
比较 大 ; 如果 因 素 4 对 考察 指标 的 影响 不 显著 , 则 3 与 Sr 的 值 
相差 不 多 甚至 Sa 小 于 Sr; 比 时 Fa 的 值 比较 小. 
因此 ,得 到 式 (10, 2. 1) 和 假设 互 。 的 拒绝 域 为 


FA= > PGs — ns) C0. 2.14) 


式 中 ,a 为 给 定 的 显著 性 水 平 . 

通常 ;显著 性 水 平 取 为 0.05 和 0.01; 当 FF os(s 一 1 ,一 
5):， 认 为 因素 4 对 考察 指标 的 影响 不 显著 ; 当 Foos(s 一 1,n 一 1)<< 
Fa Fo 《5 一 ] ;2 一 5) 认为 因素 有 4 对 考察 指标 的 影响 显著 ; 4 Pa 
DEFEooC 一 1 一 5) ,认为 因素 4 对 考察 指标 的 影响 特别 显著 . 

将 上 述 的 过 程 归纳 总 结 成 表格 形式 ,得 到 单 因素 方差 分 析 表 ， 
如 表 10. 2.2 所 示 ， 


表 10.2.2 单 因素 方差 分 析 表 


om ama | wn re 
Fa 


方差 分 析 表 中 “显著 性 ”一 栏 ,可 以 用 记号 “* ”与 “* * ”分 别 
表示 显著 和 特别 显著 ,当然 也 可 以 用 文字 表述 .将 计算 结果 填 人 人 
表 中 相应 栏目 , 填 上 显著 性 检验 结果 , 即 得 到 完整 的 方差 分 析 表 
方差 分 析 表 具有 简洁 直观 的 特点 ,在 以 后 多 因 素 方 差分 析 中 ,都 要 
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用 到 它 . 

在 实际 计算 过 程 中 ,各 离 差 平方 和 的 计算 可 以 按 以 下 的 较 简 
便 的 公式 来 进行 ,同时 ,都 以 样本 观测 值 x 来 进行 各 项 计算 . 

先 将 离 差 平方 和 387.54.Ss 分 别 作 出 如 下 的 形式 变化 : 


sr = Dd 一 2 + F) 


1 一 1 一 1 
吃 
一 pp — 252 xy 十 nF 
tel el i=] jl 
本 一 9x0nT) 十 nz: 
iT jl 
于 pp 一 nT 
i 二 1] 了 一】 
-> > | > Dz) 
1 jl pl 


SS, 一 Dn 一 2z7 + 2?) 


ee CEL 一 25 nt + ZS) 


f= 1 £=1} 


一 Sn? 一 27(Nn7) 十 ni: 


#1 


-Dn 一 天 区 
-D1 DE) 


Se =S7 一 Sa 
rs 
Ep > (rs) 
iwe] 了】 j=l 
志 
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Pee pL 


i=1 jml 
R= D2 


i 二 ] ze】 


则 有 
r 二 FPF 
4 一 好 一 下 
SEE 一 六 一 总 


上 述 计算 过 程 可 以 列表 进行 ,如 表 10, 2. 3 所 示 - 


(10. 2. 15) 


(10. 2. 16) 


(10, 2. 17) 


C18. 2. 18) 
(10. 2. 19) 
C10. 2. 20) 
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例 10.2.1 下 面 的 数据 是 四 种 类 型 的 电路 41;A;,A;,4, 的 
响应 时 间 ( 单 位 :毫秒 ): 


电路 类 型 吧 六 时 则 
A 19 本 20 18 本 
右 ， 20 21 33 27 40 
44 16 15 18 26 17 
全， 18 22 19 21 17 


恰 验 这 四 种 类 型 电路 的 响应 时 间 是 否 有 显著 差异 ? 
解 ” 按 表 10.2.3 的 形式 列表 计算 如 下 ; 


19 16 18 Py 
样 22 15 22 
本 N12 
观 2 18 19 , 
| = 
18 26 21 
便 n=20 
15 17 


A 
20 
21 
33 
27 
40 17 
J™=l 
(Dx) 1767.2 1881.8 |Q=9318 
i EE | 
21™= 1 
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于 是 
r=R—P = 9722— 8988.8 一 733. 2 

SA=Q— P= 9318— 8988.8 一 329. 2 

SE =R—AQ= 9722— 9318 一 404 
离 差 平方 和 Sr,Sa,Sz 的 自由 度 依次 为 19,3,16, 查 附 表 中 六 分 布 
临界 值 表 ,得 

Foot3s16) = 3.24 ooaf3,16) = 5. 29 

将 各 计算 结果 填 入 方差 分 析 表 ,如 表 10. 2.4 所 示 


囊 10.2.4 电路 响应 时 间 方 差分 析 囊 


109. 7333 


25: 2000 


有 时 , 当 祥 本 观测 值 数 据 较 大 时 ;为 了 简化 计算 ,可 以 将 所 有 
的 观测 值 同时 减 去 一 个 常数 (如 果 观 测 值 为 负 值 且 绝 对 值 较 大 , 则 
冯 以 和 癌 时 加 上 一 个 常数 ) ,这 个 常数 的 大 小 可 根据 大 多 数 观 测 值 的 
数据 大 小 来 确定 . 容易 证 明 , 对 原始 观测 值 这 样 处 理 后 ,不 会 改变 
各 离 差 平方 和 的 值 . 

例 10.2.2 对 例 10.1.1 中 的 观测 值 ,检验 四 种 不 同 的 配料 
方案 所 生产 的 元 件 的 海 命 是 否 有 显著 的 差异 ? 

解 将 所 有 的 样本 观测 值 都 减 去 同一 个 常数 C=1600, 然 后 
按 玉 190.2. 3 的 开交 列表 计算 如 下 ， 
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笑 若 治 诗 草 


>) 560 | 310 P=36188- 4615 
Ful 
{Sx} ?44800|19220|10512.5| 6016.6667 |Q=80549.1667 
a j=1 1 
了 


于 是 ,有 

Sr = R— P= 231900 一 36188. 4615 = 195711. 5385 

Si = QO— P= 80549.1667 一 36188. 4615 = 44360. 7052 

SE==R—Q= 231900— 80549. 1667 = 151350. 8333 
离 差 平方 和 Sr,SassSs 的 自由 度 恢 次 为 25,3,22, 查 附 表 中 下 分 布 
临界 值 表 ,得 

Fos(3,22) = 3.05 Fn(3,22) = 4.82 

将 各 计算 结果 境 人 方差 分 析 表 ,如 表 10.2.5 所 示 ， 


42 


22 


一 一 一 -一 
Er 
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囊 10.25 元 忻 硅 命 方差 分 析 表 


二 


44360. T7052 14786. 017 
151350. 8333 6879. 5833 


195711. 5385 


不 显著 


3 10.3 两 因素 方差 分 析 


当 我 们 需要 同时 考虑 不 止 一 个 因素 对 所 考 笃 指标 的 影响 时 ， 
此 时 分 析 因 素 对 考察 指标 的 影响 是 否 显 著 ; 就 得 运用 多 因 罕 方差 
分 析 方 法 ,我 们 仅 以 两 个 因素 的 情形 来 说 明 . 

在 介绍 两 因素 方差 分 析 之 前 , 先 解 释 一 个 重要 的 概念 ,叫做 因 
素 间 的 交互 作用 , 在 同时 考 虚 多 个 因素 对 考察 指标 的 影响 时 ,不 
仅 每 个 因素 单独 地 对 指标 在 起 作用 ,而 且 有 时 因素 之 间 联 合 起 来 
对 指标 起 影响 作用 ,这 个 作用 就 叫做 因素 间 的 交互 作用 . 

例如 ,在 四 块 土地 情况 大 体 相同 的 大 豆 试 验 田 中 ,用 不 同方 式 
施肥 ,大 豆 平均 再 产 (单位 : 斤 ) 如 下 : 


大 二 磷 
亩 肥 P=0 厂 PP:=4 厂 


血 肥 
Ar 一 和 厂 430 560 


从 试验 结果 的 数据 来 看 ,单独 施 殉 肥 时 , 青 产 增 加 50 斤 ; 单 独 施 毛 
肥 时 , 调 产 增加 30 斤 ,而 同时 施 两 种 肥料 时 * 亩 产 增加 160 厂 . 两 
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种 史料 组 育 起 来 的 作用 使 南 广 增加 160 一 50 -30 一 80 所 .这 就 大 
两 种 肥料 的 交互 作用 . 两 种 肥料 的 交互 作用 还 可 从 为 一 衣 度 来 理 
解 : 当 用 磷肥 4 斤 时 ,加 施 § 斤 氮肥 , 百 产 增加 110 厂 ; 当 用 氮肥 6 
斤 时 ,加 施 4 斤 碰 肥 ,使 直 产 增加 130 针 ， 即 一 个 因素 对 试验 指标 
的 影响 ,依赖 于 另 一 个 因素 所 取 的 水 平 ， 


一 、 两 因素 方差 分 析 模 型 


考虑 两 个 因素 A 与 B 对 考察 指标 的 影 啊 情 钢 - 

设 因素 4 有 :个 水 平 4 4, A; 因素 BB 有 t 个 水平 B， 
B,,… ,Bi. 于 是 ,因素 4 与 互 的 各 个 水 平 的 组 合共 有 =X 个 , 设 
每 一 个 组 合 LAi,Bj)) 下 ;所 考察 的 指标 为 和 isf 一 1,21 呈 985] 一 1 ,2 
…,t， 通常 假定 所 有 于 ;是 具有 相同 的 方 盖 天 ,数学 期 望 分 别 是 As 


的 相互 独立 的 正 态 分 布 变量 , 即 是 
人 | a Ci f= 2 ss = 1 2 sf, 
式 中 ,pi 雪 为 未 知 参 数 ， 
引入 记 和 与 
PE (10. 3. 1) 
A 二 Dw 1 = 1 5 (10, 3. 2) 
p= Dp 112 (10. 3. 3) 
f=1 
记 
0 (10. 3. 4) 
B=pR— RR j=1,2,t (10. 3. 5) 
容易 验证 
m=0 DPB=0 
t=1 Ja 
我 们 称 £& 为 指标 总 平均 值 . 称 a 为 因 紊 4 在 水 平 4, 的 效 
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应 , 它 是 因素 4 对 指标 的 影响 作用 在 水 平 4 上 的 反映 , 称 启 为 
因素 8 在 水 平 B, 的 效应 ; 它 是 因素 B 对 指标 的 影响 作用 在 水 平 
;上 的 反映 

这 样 ,有 

j= 
i = 12,s 一 1 2 
上 式 中 , 记 
Po 
= 一 pj—p (10. 3. &) 

称 2 为 水 平 4 和 号 的 交互 效应 , 它 是 因素 4 与 从 素 5 之 何 的 交 
互 作用 对 指标 的 影 听 在 组 合 水 平 (4 ,Bi 上 的 色 映 . 


容易 验证 
一 心 :1,2 3 
Sy, = 0 71 二 1,2 t 
于 是 ,得 到 如 下 分 解 式 : 
i 二 EE 二 +h,+t (10. 3. 7) 


1 一 | 了 一 1 2 
要 检验 因素 4、 因素 8B 以 及 因素 4、B 间 的 交互 作用 对 考 窒 指 
标 是 否 有 显著 的 影响 ,归结 为 检验 它们 在 各 自 所 有 水 平 上 的 效应 
是 否 都 等 于 零 , 即 是 检验 如 下 的 假设 是 否 成 立 . 


0 一 人 C10. 3.8) 
Hw:B = B= =B.=0 {10. 3, 9) 
Ho = 一 0 (10.3.10) 


如 果 假 设 于 ws 成立 ;由 式 (10. 3,7), 表明 单独 改变 因素 4 的 水 平 
时 ,不 影响 二 ;的 值 : 因此 ,如 果 不 拒绝 假设 五 w ,出 表 明 因 素 4 对 
考察 指标 没有 显著 影响 ;拒绝 Hs ,表明 因素 4 对 考察 指标 有 显著 
影响 . 
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同样 ,如 府 不 拒绝 假设 页 oz ;表明 因素 B 对 考察 指标 没有 显著 
影 啊 ; 拒绝 Hoss 表明 因 将 B 对 泛 察 指标 有 显著 影响 

类 但 地 ,如果 不 拒绝 假设 电 w; 表 明 因 素 A 与 BB 之 间 交 互 作 
用 不 显著 ;如 巢 拒 绝 吾 ,3,; 表 明 因 素 4 与 因素 B 之 间 的 交互 作用 
显著 - 

下 面 我 们 分 两 神情 况 讨 论 对 上 述 假 设 的 显 着 性 检验 . 


二 ,无 重复 试验 的 两 因素 方差 分 析 


在 处 理 实际 问题 时 ,如 果 我 们 事先 已 经 知道 所 考虑 的 因素 之 
闻 不 存在 交互 作用 ,或 者 已 经 知道 交互 作用 对 考察 指标 的 影响 很 
小 ,在 这 种 情况 下 ,可 以 主观 确定 不 考虑 变 互 作用 ,此 时 所 有 的 变 
互 误 应 鸭 均 等 于 零 , 由 式 (10. 3. 7), 有 

Hi 二 + ho 《10. 3. 11)» 
1 了 一] 2h 

在 不 考虑 交互 作用 的 情形 .只 需 检 验 假 设 互 w 和 假设 互 。 是 耕 
成 立 . 此 时 ,可 以 做 无 重复 的 试验 , 即 在 因素 4 与 因素 B 的 水 平 
的 每 一 个 组 合 (4:, Bi) 上 ,各 做 一 次 试验 . 

假定 各 次 试验 是 相互 独立 的 ,得 到 考 尝 指标 的 硅 本 观测 值 如 
表 10.3.1 所 示 ， 


天 10.34.1 


己 单 因 褒 方差 分 析 相 类 似 , 我 们 仍然 条 用 离 差 平方 和 分 解 的 
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办 读 , 导 出 假设 五 0 和 五 w 的 检验 统计 基 . 
由 于 在 每 个 水 平 (A4,,B,) = 1 ,2 $= |] 2 ,ft 末 做 一 
次 观测 , 故 ;是 总 体 站 ;容量 为 1 的 样本 观测 值 ,相应 的 样本 仍 记 


为 部; 
记 
Zi i 
re 
_ ] 一 
Ty 一 1 之 ， sf 
z= 72, 
5 im 一 1 jl 
则 最 然 有 
下 1 四 下 
要 ee 
Pm Jj™ 1 
定义 | 


性 DPX 一 工 )? 
称 Sr 加 天 平方 和 , 它 反映 全体 和 本 现 全 风 关内 程度 
Sr wi 一 Ki. 一 Fj TA Fi CO— x + FO— x 


tm] jel 


Ee 


i=1 j=1 tii-l JJ] 


> D+ 2 全 — x) (Tj; — Z) 


r 一 1 y=1 


十 SS -一 让 Ti 十 Tr,. Xx) 


im] jl 
+ 23) By, — 1. — x. + Tr. 一 工 ) 


可 证 明 上 式 中 最 末 三 项 均等 于 零 ,6 因此 ,我 们 得 到 离 着 平方 和 分 解 
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过 


Vs (C10. 3. 12) 

起 中 
Sg= DIts— Ez) (10.3,13) 

为 误 盖 离 差 平方 和 

Se SRE 一 zt)? (10. 3. 14) 
为 因素 4 的 效应 离 盖 平方 和 

Sj (10. 3.15) 
称 为 固 素 B 的 效应 桨 差 平方 和 . 


这 里 ,54.5s 分 别 反 映 了 因素 4 及 因素 B 的 水 平 的 改变 对 考 
察 指标 的 影响 程度 .5z 反映 了 随机 误差 对 考察 指标 总 的 影响 程 
度 . 
可 以 证 明 ,; Sr; Sz; Sas Ss 的 目 由 度 依 次 是 并 一 |， 
《5 一 1 人 一 1)55 一 1 一 1, 且 有 
EtSE) = (5 — Dt — 1)0 
将 5S4,SasSs 分 别 除 以 各 自 的 自由 度 , 得 到 


a Ss 
54 和 5— 1 Sa = 1 
SE 
Se = G1 
分 别称 它们 为 相应 的 效应 离 差 均 方 和 
定义 
F, -3 (10. 3.16) 
ps = C10. 3. 17) 
将 所 有 的 样本 观测 值 z;, 换 成 样本 XX 当 式 (10. 3. 8) 假 设 Hw 为 真 
时 ,可 以 证 明 
ea 六 2 人。 
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一 一 1 一 《10. 3. 18) 
当 式 (10. 3. 外 假设 五 为 真 时 ,可 以 证 明 
下 一 下 人 一 1 一 1 对 一 17)) 《10. 3. 19) 
由 各 高 差 平方 和 所 反映 的 意义 ,可 得 到 式 (10. 3. 8) 假 设 有 Ha 
的 拒绝 域 为 
Fi Fs m1, — Duo— 1)) 《10. 3. 20) 
式 (10.3. 9) 假 设 五 o 的 拒绝 域 为 
Fp Ff— 1,t5— 1)(t— 1)) (10. 3. 21) 
这 里 ,a 为 给 定 的 显著 性 水 平 . 通常 , 仍 取 a 为 0.05 或 0.01; 与 前 
面 单 因素 方差 分 析 相 同 , 对 应 于 s=0. 05 或 0.01, 检 验 的 结论 分 
别 是 :不 显著 ,显著 , 特别 显 鞭 . 
将 上 述 过 程 归纳 总 结 成 表格 形式 得 到 两 因素 无 重复 试验 方差 
分 析 表 , 如 表 10. 3.2 所 孙 ， 


表 10. 3. 2 CT 


5 二 十 


在 实际 计算 中 ,各 离 差 平方 和 的 计算 也 可 按 如 下 较 简 便 的 计 
算 公 式 进 行 . 
将 各 离 差 平 方 各 Sr,Se,5arSs 的 形式 做 如 下 变化 : 
Se Se 一 2x0T + I) 


i=1 Jy=1 


HE 


因素 4 
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有 上 平 二 
— >> x 27 Dx + st 


f==] I=] 一 j=] 
了 

= > > x 一 sfx? 
el jel 
下 ] 

= DD (> Dx) 
一 一 Ly 
Fm] ju] i 二 1 j=1 


了 2 (T= 2 十 丈 ?) 
1 一 1 
一 二 re 十 于 元 ? 
i=l 下 一 
1 一 于 未 
ten ] 
1 和 二 2 | Ee F l 2 
天窗- 总 
r= f= f= mm 


Sp =s > (元 2 — 27.7 十 T2) 


j=1 
=s > x2 — 2s7 > Tj 十 5 
1=1 j=1 
sa -一 了 区 
j=l 
1 t F ] EE 下 
一 
DE 一 心 了 人 Sa i 
把 
1 < 到 2 
P = 二 | > Dx 《10. 3. 22) 
fl j=! 
Qi = | | 《10. 3. 23) 
=1 j=1 
* 30+ 
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| >) C10, 3. 24) 


了 -一 


R = (10, 3. 25) 
一】 j=] 
则 有 
Sr=R—P 《10, 3. 26) 
4 一 名 一 了 了 《10, 3. 27) 
Ss 一 总 pp 一 卫 (10. 3. 28) 
Sz =R—Q— Qa 二 PP (10. 3. 29) 


上 述 计算 过 程 也 可 以 列表 进行 ,如 表 10- 3. 3 所 示 ， 此 外 ,对 
于 绝对 值 较 大 的 观测 数据 xij, 可 以 将 所 有 的 原始 数据 同时 加 上 或 
减 去 一 个 常数 .容易 证 明 , 这 样 处 理 不 会 改变 各 离 差 平方 和 的 值 . 


10. 3. 3 


PA Re 
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例 10.3.1 在 B;B;,B:,B, 四 台 不 同 的 机 器 上 ,用 三 种 不 同 
气压 4i,4,4;: 试制 产品 ,在 每 种 气压 和 每 台 机 器 上 各 取 一 个 样 
品 ; 测 量 其 抗 压强 度 , 得 到 如 下 观测 数据 : 


检验 不 同 气压 之 间 和 不 同 机 器 之 间 产 品 的 抗 压 强度 有 无 显著 善 
寞 ， 

解 将 所 观测 数据 都 减 去 同一 常数 “=1650, 然 后 按 表 
10. 3. 3 的 格式 列表 计算 如 下 : 


A —?3 40 150 —8 109 11881 
2 —115 —10 133 一 229 -21 441 
A —»8 2 160 13 117 13689 


3 
t= 1 

3 2 

(20) | 60516 | 1024 | 196249 | 576 258365 

Tl 

于 

2 21918 | 1704 | 65789 | 1074 R=90485 

j= 
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由 表 中 数据 中 ,有 


一 1 % 本 = 
P = FX 205: 一 3052. 0833 
Qn = = x 26011 = 6502, 75 
Qs = xX 258365 一 86121. 6667 
R 一 90485 


于 是 ,得 到 
Sr 一 90485 一 3502. 0833 = 86982. 9167 
94 一 6502.75 一 3502.0833 = 3000. 6687 
Ss 一 86121. 6667 一 3502, 0833 一 82619. 5384 
3 一 90485 一 6502. 75 一 86121. 6667 十 3502, 0833 
=1362. 6666 
由 5 王 3,t 二 4 ,得 各 高 差 平方 和 7,S， pa 的 自 由 度 依 次 是 11， 
2,3,6. 查 附 表 中 的 下 分 布 临界 值 表 ,得 
Foot28) = 5.14 Foot26) = 10, 92 
Foosl3,6)} = 4.76 -Foom(3,6) = 9.78 
特有 关 结 果 填 入 方差 分 析 表 :得 到 


平方 和 ”| 自由 度 | ” 均 方 和 
EX 
me rn ere 
CT ET | 


Wo 


TT 
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三 .等 重复 试验 的 两 因素 方差 分 析 


在 需要 考虑 因素 间 交 互 作用 的 影响 时 , 为 检验 交互 作用 对 考 
察 指标 的 影响 是 否 显著 , 必须 进行 重复 试验 . 下 面 我 们 讨论 在 因 
素 的 每 一 个 组 合 水 平 上 进行 相等 次 数 的 重复 试验 的 两 因素 方 盖 分 
本 ， 

假定 在 因素 4 与 因素 8 的 每 一 个 组 合 水 平 (4;, 8B.) ,i 二 1,2， 
17 一 1, 2 站 各 做 rr 芝 2) 次 试验 ,县 各 次 试验 相互 独立 ,得 
到 考察 指标 的 样本 观测 值 如 表 10. 3. 4 所 示 . 


开 10. 了 .4 
et - 
be + Lr be T1222" Tl rr 


呈 曙 中 ier 


由 前 述 很 定 ,za "i "yz 是 总 条 5 样本 和 容量 为 r 的 样本 
观 浏 值 ;相应 的 样本 记 海 Xin vijes sRipoi 一 1,2,** ,51 一 ] ,2， 
re 

现在 ,需要 检验 式 (10. 3.8), 式 (10.3.9) 和 和 式 (10. 3. 10) 的 三 
个 假 妈 五 oa 五 和 五 % 是 否 成 立 ， 仍然 采用 离 善 平方 和 分 解 的 办 


法 ,村 出 这 三 个 假设 的 检验 统计 量 . 
" 334* 
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了 
z 一 DD Dr 


f= jel k=l 


zy = Dr t= 12 ss 一 2 


4 一 1 
1 we 
一- 有 | 
Tj 一 二 2 rin i 一 ] 2 
ri = 
了 一 人 点 一 二 
人 
人 


定 艾 


37 一 > SD, — Zz)? 
ti=] 了 一 1 =i 


ST 为 总 离 差 平方 和 , 它 反 上 映 了 所 有 的 样本 观测 值 的 差异 程 
度 


对 总 离 差 平 方 和 Sr 进行 分 解 ,有 
Sr 3 > Sr 了 Te 十 Cx.. TY 十 (x. TT I) 


十 Cori. Ty.. > Tj. 证 x 


-PDD DEG. -a 


i=l j= t=1 i j=l] t=] 
F I Fr 时 昌 了 
十 > ， >, > x 十 > ， > > 二 XC 一 zi Ty 
1 一 1] 上 一 1 k=1 rt 一 j=l 此 一 】 
= Ss (10. 3. 30) 


这 里 
Se 一作 六， 一世) (10. 3. 31) 


fi 一】 j=1 #=1 


Se 为 误差 离 差 平方 和 它 反映 了 随机 误差 对 考察 指标 总 的 影响 
程度 ， 


Sa = tr > Ki. — x (10. 3, 32) 
tm 
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Sa 为 因素 4 的 效应 离 差 平方 和 . 它 反映 了 因素 4 的 水 平 的 变化 


对 考察 指标 的 影响 程度 . 

Sa = sr ox. 一 了 《10. 3. 33) 
958 为 因素 B 的 效应 离 差 平方 和 ， 它 反映 了 因 隶 B 的 水 平 的 变化 
对 考察 指标 的 影响 程度 ， 


i 二 > 7 革 一 二 十 TY): {10, :让 34) 


t=] f=1 


称 Saxs 为 因素 4 与 因素 如 的 之 间 的 交互 效应 离 差 平方 和 . 它 反 
映 了 因素 4、B 之 同 的 交互 作用 对 考察 指标 总 的 影响 程度 ， 
可 以 证 明 , 离 差 平 方 和 Sr,S4;SssSaxssSE 的 自由 度 依 次 是 
rst—1,s—1t 1 ts— (tt—1),sttr—1), 有 日 有 
ElvE) = sr — 1)0: 


将 离 差 平方 和 Sa、Ss.SaxasSs 分 别 除 以 各 自 的 自由 度 , 得 到 


5S, = 8 
Se 
Sax 五 DE 
Saxs = (s — 1) 1) Da st(r—1) 
称 它 们 为 相应 的 效应 离 差 均 方 和 ， 


将 所 有 的 样本 观 调 值 x;n 摘 成 相应 的 样本 Xin, 可 以 证 明 
当 式 (10， 3. 8 假设 五 0 成 立时 ,有 


F,— 未 ~ Fs 一 1,st(r — 1)) C10. 3. 35) 
当 式 (10. 3. 9 假设 五 成 立时 ,有 
Fs 一 ~ Fe — lsitr — 1)) 《10. 3. 36) 


当 式 (10. 3. 10) 假设 五 am 成 立时 ,有 


过 并 可 


Faxs 一 党 一 人 一 1 人 rr 一 1)) 


(10. 3. 37) 
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由 各 离 美 平 方 和 所 反映 的 意义 ,可 以 得 到 式 (10. 3.8) 假 议 


于 wa 的 拒 笔 域 为 
Fr Ps— lsttr 一 1D) 《10.3.38) 
E 
式 (10. 3. 9 假设 互 % 的 拒绝 域 为 
Fo = > Pd 一 iysttr 一 1D) (10.3.39) 
E 


式 (10. 3. 10) 假 设 五 的 拒绝 域 为 
Fiaxg = J > Fts Oo 0 Oo 1 ,str Oo 10) 
EE 


(C10. 3. 40) 
这 里 ,a 为 给 定 的 显著 性 检验 水 平 . 通常 , 仍 取 a==0.05 或 0. 01， 
并 且 与 前 面 一 样 ,对 应 于 x 一 0. 05 或 0. 01, 检 验 的 结论 分 别 是 :不 
显著 ,显著 ,特别 显著 ， 
将 上 述 过 程 归纳 总 结 成 表格 的 形式 , 即 得 到 两 因素 等 重复 斌 
验 的 方差 分 析 表 ,如 表 10. 3. 5 所 示 . 


囊 10.3.5 两 因 索 等 重复 试验 方差 分 析 束 


= 
变 瑟 作用 Ce 
x — 1)(—1)| dx Fixs= 
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a 


在 实际 计算 中 ,各 离 差 平方 和 的 计算 还 基 可 以 按 如 下 篇 便 的 
计算 公式 进行 
将 各 离 差 平方 和 的 形式 作 如 下 变化 : 
Sr = 22D (rh — 2770 + T!) 


1 一 1 j=] kl 


一 > > Deh 一 于 2 Ds 十 rstz? 


= > > 3 一 


| > > eh — = 2 a) 


Sa tr Ya. Di 国王 环 ) 


中 一】 


tr Vz. 一 ry 十 rt) 


ta 1 iol 


ee 一 rstz? 
(Dn) en) 


Dp de -= ZTA.; 十 T]) 


i=1 


一 sr > (x2, 和 2srz >》 和. 二 rstz?) 


I™l i™1 


时 
一 5 > i, — rstz? 
| 


> 


= 二 3 * 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint.com cn 


SE = 7D) DD ha — 2rorre. + 3.) 


inl jml 一 1 


= Da > Dx 3 3 p22 


1 二] j=] 此 一 1 t=] j=] 


= 5D "> 


i=] jm] kml ml jl 
可 . 

= 2 2 2 2h — 1 Sr) 
im] fem] == 1 一 1 j=] 让 = ] 


Saxa =S7 = Sa Dp dE 


记 
一 二 | > > pn)’ 《10. 3. 41) 
A | Ds,) 《10. 3. 42) 
jl jml 4 一 1 
Qs 一 > DP) (10. 3. 43) 
j=l i=l] 4 一 1 
| ee (10. 3. 44) 
im] 了 上 到 二 
R= Sp, C10. 3. 45) 
4 一】 j=1 上 k=] 
则 有 
or 二 Rf C10. 3. 46) 
4 一 名 4 一 了 (10. 3. 47) 
= Wa C10. 3. .48» 
SAxs = Waxs — WA — s+ 《10. 3. 49) 
SE = RR Qaxs (10. 3. 50) 


土 述 计算 过 程 也 可 以 通过 列表 计算 实现 ,如 表 10. 3.6 所 示 ， 

此 外 ,与 前 面 一 样 ,对 于 绝对 值 较 大 的 样本 观测 值 ,可 以 将 所 有 原 

始 数据 加 上 或 减 去 同一 个 常数 ,这 样 相 理 不 会 改变 答 离 差 平方 和 
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的 样 [ ， 


A 


让 1 1 Fr EL : Fr 
了 Do ih rr i i i 


=] fm lj ke 一 1 p= lt=1 


(六) | nd 

1 l=1 == = ] 1 ] 业 一 二 mr ] 岂 m= 上 FE ] 直 开 
SD (Cs) 1 Dm) 站 Som) STD) 
rr] k=] 到 1 上 m1 =] 下 到】 到 1】 上 中 jm lz] Bl 


需要 指出 , 表 10, 3. 6 中 由 于 栏目 限制 , 没 列 出 所 有 数据 的 平 
方 和 RR 的 算式 ,请 读者 注意 . 

例 10.3.2 一 种 炮弹 使 用 了 四 种 燃料 4i,4:,4:, 4 和 三 种 
外 形 众 计 Bl,B;,B, 做 射程 试验 . 每 种 燃料 与 每 种 外 形 的 组 合 各 
试 射 二 次 ,得 数据 如 下 (单位 ;公里 ); 


mh 

[3 中 

所 | 

H ~ 4 
i 

wm 

= 

[| 

1 
| 忆 a 
dd 


* 340 。 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fineprint.com.cn 


BB BB: 
烷 料 
58.2 66. 2 65. 3 
52.6 41.2 60. 8 
49.1 54, 1 51.6 
各， 
42.8 SO. 5 48. 4 
60. 1 70.9 39. 2 
A 
58.3 73.2 40.7 
75.8 58. 2 48. ? 
4， 
71.5 51. 41.4 


检验 不 同 燃 料 ( 因 素 4 之 间 及 不 同 外 形 ( 因 素 让 之 间 的 炮弹 射程 
有 无 显著 善 抠 ? 因素 A.B 之 间 的 交互 作用 是 否 显 著 ? 
解 ;二 4,t 一 3,r 一 2, 先 计算 所 有 数据 的 平方 入 : 
R= > >, 2 


jl jml Eel 


一 (58. 2 十 52.62) 十 (56. 22 十 41.27) 十 … 
十 《48.72 十 41. 42》 
一 75216. 30 
然后 , 按 表 10, 3. 6 的 格式 ,列表 计算 如 下 : 


"341 + 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fineprint.com.cn 


126, 1 111758. 49 


二 全 
之 Ti 455.3 | 396.1 1319.8 437038. 06 
i 贞 亚 上 
站 . : 
[Dj Dra)’ Bl9398. 56207298, 09h 56895.21 583591. 86 
1 el 
上 
(Drn)” |56438.10|53117.37|40403.23 149958.70 
r=] 出 到 工 


nN 
EC 
EE 


由 表 中 数据 ,有 
= ? 一 
P=Fyxi X1319.8? 一 72578.0017 


一 一 
Qa = Fy xX 437038,06 一 72839. 6767 


SE 
Qa — Fa Xx 583591.86 = 72948. 9825 


Qaxs = x 149958. 70 = 74979. 3500 


2 
于 是 ,得 到 
Sr = 75216. 30 一 72578. 0017 = 2638. 2983 


Sa = 72839. 6767 一 72578. 0017 = 261. 6750 

Sa = 72948. 9825 一 72578. 0017 = 370. 9808 

Saxp = 74979. 35 — 72839. 6767 一 72948. 9825 
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十 72578.0017 一 1768. 6925 
QF = 75216. 30 一 74979, 35 = 236. 9500 

离 差 平方 和 Sr,54,Sg,SaxsgsSs 的 自由 度 依 次 是 23,3,2,6,12. 
查 附 表 中 下 分 布 临 界 秆 表 , 得 

Fool3,12) 一 3.49 Fom(l3;12) = 5,95 

Foosf212) = 3.89 Fun(2,12) = 6.93 

Fy ot6,12) = 3.00 Fomt6,12) = 4.82 
将 有 关 计 算 结 果 填 入 方差 分 析 表 ,得 到 


方芳 来 源 平方 各 | 自由 度 | 均 汶 和 


rE 
oy | oa | 2 | esto | noo | ~ 
mm rs 


关于 方差 分 析 方 法 ,我 们 青 说 明 几 点 . 在 实际 试验 中 ,如 果 条 
件 允 许 , 最 好 作 重 复试 验 , 以 提高 分 析 的 精度 . 一 般 情况 ,可 以 先 
检验 交互 作用 是 否 显 著 ; 如 果 不 显著 并 且 其 离 差 均 方 和 与 误差 均 
方 和 差不多 或 者 还 更 小 ,可 将 该 项 平方 和 与 误差 平方 和 合并 ,相应 
的 自由 度 也 合并 ,构成 新 的 误差 项 ,这 样 敌 也 可 以 提高 分 析 的 精 
度 , 并 且 这 是 方差 分 析 中 常用 的 一 种 技巧 . 此 外 ,我 们 只 介绍 了 等 
重复 试验 的 两 因素 方差 分 析 , 有 了 时 获得 的 试验 数据 不 一 定 整 齐 , 各 
组 试验 次 数 重复 但 不 相等 ,此 时 进行 方差 分 析 , 分 析 过 程 .计算 步 
臣 等 等 都 是 一 样 的 ,只 是 计算 公式 要 作 适 当 收 改 ,就 不 再 装 述 ， 本 
章 》10. 5 中 方差 分 析 应 用 实例 ,就 是 一 个 不 等 重复 试验 的 例子 . 
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Yy 10.4 正 交 二 验 设 计 


在 实际 问题 中 , 往往 项 要 同时 考虑 不 止 两 个 的 因 天 对 考察 指 
标的 有 影 啊 作 用 情况 ,从 理论 上 说 ,可 以 懈 前 两 节 那 样 ,推导 出 多 因 
率 ( 两 个 以 上 ) 的 方差 分 析 方 法 ,检验 各 个 因素 以 及 交互 作用 对 考 
察 指 标的 影响 是 否 显 著 , 但 此 时 计算 公式 将 会 变 得 很 揽 杂 ;而 是 试 
验 总 次 数 也 要 增多 , 如果 考虑 mm 个 因素 ,各 因素 的 水 平分 别 有 9， 
sm 个 , 刚 共有 8152…*sm 种 组 合 水 平 , 即 使 在 每 个 组 合 水 平 上 
只 做 一 次 试验 ,总 共 也 得 全 9%sz…sm 次 试验 ,如 果 和 项 要 做 重复 试 
验 , 风 试验 总 次 数 还 要 翻 倍 ; 比如 ,有 5 个 因素 ,每 个 因素 各 有 3 种 
水 平 , 则 和 至少 要 做 3 三 243 次 试验 ,每 个 组 全 水 平 上 重复 试验 两 次 
则 要 做 486 次 试验 . 这 不 仅 使 人 力 . 物 力 . 时 间 的 消耗 太 大 ,实际 
上 不 少 的 时 候 无 法 完成 这 人 么 多 的 试验 . 注意 上 述 情况 是 一 种 全 而 
试验 的 思想 ,我 们 设想 能 否 只 在 局 部 进行 试验 即 在 各 种 组 合 水 平 
中 挑选 一 部 分 出 来 ,在 这 些 组 合 水 平 上 做 试验 ,同样 分 析出 各 个 因 
素 对 考 竺 指标 是 否 让 显著 的 影响 ,为 了 达到 这 个 目的 ,显然 需要 
对 所 有 的 组 合 水 平 进行 科学 的 选择 ,确定 一 批 试 验方 案 . 

在 数理 统计 中 ,研究 如 何 科学 地 安排 试验 方案 的 方法 称 为 试 
验 设 计 ,试验 仇 计 的 方法 有 很 多 ,这 里 仅 简 轨 地 介绍 一 种 应 用 相 
当 广 证 的 方法 , 即 正 交 试 验 设计 , 亦 称 为 正 交 试验 法 . 

正 交 试验 设计 的 基本 思想 是 利用 正 交 表 安 排 试验 方案 . 下 面 
先 对 正 交 表 作 一 简要 介绍 . 


一 、 正 交 表 及 其 特点 


正 交 表 是 正 交 试 验 设计 最 基本 的 工具 . 一 般 常 用 的 正 交 表 事 
先 已 经 制作 好 ,可 直接 套用 . 如 表 10.4.1 和 表 10. 4.2 听 示 ,是 两 
张 正 交 表 ,它们 分 别 是 正 交 表 上 st2 和 正 变 表 上 ,3). 
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囊 10.4.1 正 交 末世 (27) 


1 2 3 4 5 6 7 
试验 号 
1 1 1 ] 1 1 1 1 
2 1 1 ] 2 2 2 2 
3 1 2 1 1 2 2 
4 1 2 2 2 2 1 1 
5 2 1 2 1 2 1 2 
6 2 ] 2 2 1 pe 1 
7 2 2 1 1 2 2 1 
8 2 2 1 立交 1 i 2 
囊 10.4.2 正 交 家 工 (34) 
1 2 3 4 
试验 号 
1 | 1 1 1 
2 1 2 2 2 
3 1 3 3 3 
4 2 1 2 3 
5 2 2 3 1 
6 2 3 1 2 
7 3 1 3 2 
8 3 2 1 3 
9 3 3 2 1 


正 交 表 的 主要 特点 就 是 数码 搭配 均衡 ,这 也 是 正 交 表 的 正 交 性 的 

合 义 ,我 们 看 表 10. 4. 1 所 示 正 交 玫 Lat2 ) 的 特点 : (i) 每 一 列 不 同 

数码 出 现 的 次 数 相同 , 均 为 四 个 1” 和 四 个 “2”; (2) 任意 两 列 按 行 

结 成 的 数 对 中 ,各 种 数 对 组 合 出 现 的 次 数 相同 ,如 入 个 数 对 中 , 数 
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对 (D1)、C1,2)、(211)、(2,2) 各 出 现 两 次 . 同样 ;其 他 的 正 交 表 也 
有 类 似 的 特点 . 在 本 书 的 附录 中 ,给 出 了 常用 的 六 种 正 交 表 . 

一 般 地 , 正 交 表 上 .(s") 的 会 义 是 ,上 代表 正 交 表 ,m 表示 该 正 
交 表 的 列 数 ,安排 试验 方案 至 名人 允许 考 虚 m 个 因素 ,s 为 每 个 因素 
的 水 平 数 ,n 为 正 交 表 的 行 数 即 是 需要 做 试验 的 次 数 . 比如 利用 
Ls(2 ) 安 排 试验 , 则 至 多 允许 安排 7 个 因素 ,每 个 因素 均 取 2 个 水 
平 , 共 要 做 8 次 试验 . 注意 ,本 书 给 出 的 正 交 表 以 及 介绍 的 正 交 试 
验 设计 ,要 求 每 个 因素 的 水 平 数 相等 ,实际 上 , 也 有 可 以 安排 水 平 
救 不 相等 的 因素 的 正 交 表 即 混合 水 平 正 交 表 ,这 里 不 作 介绍 . 

由 于 正 交 表 具有 数码 搭配 均衡 的 特点 ,因此 ,按照 正 交 表 安 排 
试验 方案 ,各 因素 水 平 的 组 合 比较 的 匀 ,这样 从 全 面试 验 中 挑选 出 
来 的 一 部 分 试验 ,能 达到 兼顾 各 方 ,代表 全 体 的 目的 ， 

下 面 我 们 分 不 考虑 交互 作用 和 考虑 交互 作用 两 种 情况 ,介绍 
正 交 试验 设计 . 


二 \ 不 考虑 交互 作用 的 正 交 试验 设计 


先 通 过 一 个 例子 ,说 明 如 何 选 用 正 交 表 安 排 试验 

例 10.4.1 为 了 考察 影响 某 种 化 工 产品 转化 率 的 因素 ,选择 
了 有 关 的 三 个 因素 :反应 温度 C4), 反应 时 间 (B), 用 碱 量 (C}), 每 
种 因素 取 三 种 水 平 , 如 表 10. 4. 3 所 示 . 


甫 10. 4. 3 


温度 (4) A,185C A,:90C 
时 间 (B8) B,:120 分钟 | 五 ,150 分 名 


根据 经 验 确认 三 个 因素 中 的 任意 两 个 之 间 都 不 存在 交互 作用 ,应 
如 何 安排 试验 并 检验 反应 温度 、 反 应 时 间 和 用 碱 喇 分 别 对 转化 率 
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的 影响 是 和 否 显 著 ? 

先 选择 一 个 合适 的 正 交 表 安 排 试 验方 案 . 首先 要 求 正 交 表 中 
水 平 数 * 要 与 每 个 因素 的 水 平 数 一 致 ;其 次 要 求 正 交 表 中 列 数 莒 
要 大 于 或 等 于 实际 的 因素 个 数 ; 最 后 在 满足 前 面 要 求 的 正 区 表 中 ， 
一 般 选 择 试验 次 数 ” 较 小 的 正 交 表 . 

对 于 本 例 ,要 求 ;=3,m 之 3. 本 书 所 附 正 交 表 中 ,满足 上 述 要 
求 的 正 交 表 有 工 (3 和 sw(3”) ,我 们 选用 工 %(34. 

对 不 考虑 交互 作用 的 情形 ,可 将 每 个 因素 分 别 任意 放 在 正 交 
表 表 头 的 一 个 列 号 上 上 . 放 上 因素 的 列 中 的 数码 表示 该 因 宗 的 各 个 
本 平 , 正 交 表 的 每 一 行 则 代表 所 有 因 染 的 一 个 组 合 本 平 , 按 正 交 表 
提供 的 组 合 水 平 做 试验 ,这 样 即 实现 了 利用 正 交 表 安排 试 般 方案 ， 

比如 ,对 于 本 例 , 将 因素 六 .B.C 依次 放 在 Ls(3*) 的 前 三 列 
土 , 则 第 1 列 中 的 数码 17，2 ，3 "依次 表示 因素 A 的 三 个 水 平 
4i,4:, 4 第 23, 第 3 列 的 数码 分 别 表 示 Bi,B;;Bs 和 CCzyCs 
按 正 交 表 提 詹 的 组 合 水 平 , 做 不 重复 试 般 ,记忆 人 一 1 2 和 9 为 
第 i 号 试验 中 转化 率 的 试 般 结果 ,分 别 记 在 表 中 每 个 试验 揭 后 面 ， 
加 表 10. 4.4 所 示 ， 


职 19.44 


” 2 ”| 组 合 水 平 | 试验 结果 (转化 率 ) 
CAY (BY OC) 一 
I 


证 
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下 面 建立 本 例 的 数学 模型 并 说 明 检 验方 法 ,以 此 介绍 无 交互 
作用 的 正 交 试验 设计 方法 

设 在 组 合 水 平 (&,, Bi,Cr) 上 ;转化 率 为 证 jw,7,&,i 二 1,2,3. 
假定 Xi 一 NCpws0) ,由 于 不 考虑 交互 作用 ,因此 可 将 zn 表示 为 

HR 二 二 i 二 十 gh ls2s3 

式 中 ,a1、a2、sas 为 因素 4 在 水 平 4、4s .4s 上 的 效应 ;561、Bb2,Bs 为 
因素 8 在 水 平 B1、B;、B， 上 的 效应 ici .cscs 为 因素 局 在 水 平 Ci、 
C2,Cs 上 的 效应 . 

由 此 得 到 本 例 的 数学 模型 为 


六 | 二 哺 十 三 十 二 十 外 十 后 
让 ;二 十 十 2 十 52 十 5 
点 3: 二 十 十 要 十 6 十 硬 
二 十 dz 十 如 十 co 十 二 
二 十 As 十 如 十 cs 十 6s (C10. 4. 1) 
Xs 二 十 Qi 十 到 十 忆 十 辣 
改 ? 一 瑚 十 as 十 而 十 cs 十 生 
上 一 天 十 Gs 十 六 十 cl 十 馈 
三 十 G3 十 5 十 53 十 6， 


式 中 ;十 Gz 十 3 二 01 国 十 如 十 Be 二 03c1 十 6 十 ca 二 0,61 ,523"" Ey 是 
独立 同 分 布 随 机 变量 ;服从 正 态 分 布 N (0,9)， 
检验 因 康 A4A.8、.C 对 转化 率 的 影响 是 否 显 着 ,归结 为 检验 如 


下 的 假设 是 否 成 立 ， 
Hund = ds = d= 0 (10. 4. 2) 
2 (10. 4. 3) 
Hyic = c= t= 0 C10. #4. 4) 


者 假设 于 bo 成 立 ,; 则 表示 因素 4 对 转化 率 没 有 显著 影 啊 ; 老 拒 
绝 假 设 Ho, 则 表示 因素 4 对 转化 率 有 显著 影响 . 对 假设 五 mw 或 
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玉 w, 也 有 类 似 的 结论 . 

先 说 明 如 何 直观 地 检验 上 述 很 设 ， 

由 表 10. 4. 3 的 第 1 列 , 计 算 因 素 4 在 每 一 种 水 平 上 的 试验 
结果 的 平均 值 : 


= (KX 十 兴 ， 十 总 3) 


Rh = SK 十 Xs + Xe) (10. 4. 5) 


DF == Ee.4 十 总， 十 笃 9 
同样 地 ,由 表 10. 4.3 的 第 2 列 , 计 算 因 素 号 在 每 一 种 水 平 上 的 试 
验 结果 的 平均 值 : 

Ks, = 3 K+ XK, + Ky) 


Rs, = SKs + Xs + Xs) (10. 4. 6) 


Rs, = 3 Ks + Xo 十 Ko) 
青 由 表 10.4.3 的 第 3 列 , 计 算 因 素 C 在 每 一 种 水 平 上 的 试验 


结果 的 平均 值 
Ko, = HK + Ke + Xo) 
Re, = (Ks + Xs + Ko) (10. 4.7) 
全 c 一 (Xs 十 Xs 十 1) 


de 


3 
将 转化 率 的 实际 试验 结果 代 估 上述 计 算 公 式 , 利 用 这 些 平均 
值 即 平均 转化 率 , 计算 每 一 个 因素 的 平均 转化 率 的 极 差 4 即 最 大 值 
与 最 小 值 之 善 ), 极 差 最 大 的 因素 可 以 认为 对 考察 指标 的 影响 最 
大 , 极 姜 最 小 的 因素 则 可 以 认为 其 影响 最 小 . 
根据 极 差 的 大 小 和 专业 技术 知识 ,判断 因素 对 考察 指标 的 影 
”349， 
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响 大 小 ,就 是 直观 分 析 法 . 不 过 ,一 般 直观 上 无 法 确定 哪个 因素 的 
影响 显著 ,哪个 因素 的 影响 不 显著 ,需要 用 方差 分 析 法 进行 检验 ， 
下 面 简要 地 给 予 介绍 . 


记 转 化 率 总 平均 值 为 也 二 万 > Xi, 则 显然 有 
= 二 是 a, + 党 和) 一 (Ks, 直 Xs 六 p ) 


= Xo + Ro, + Xe,) 


Li 
Sr 二 > (x, 一 条 入 
r=l 
SY 为 总 离 差 平 方 和 . 
可 以 将 总 离 姜 平方 和 5$r 分 解 为 
ST = 二 D4 二 Sp 二 Sc SE C10, 4. 8) 
起 中 
3S4 = 32 (Xn — ¥): C10. 4. 9) 
i=1 
EE 
Ss = 3 Ka — TY)? (10. 4. 10) 
4 一 1 
c= 32 (Xe 一 天 7 (10, 4.11) 
i!=1 


上 述 三 式 前 面 所 乘 数 3 是 指 在 因素 的 每 一 种 水 平 上 的 试验 次 数 ， 
即 为 一 ,这 里 = 一 9,s 一 3, 故 二 一 3. 

$4 为 因素 4 引起 的 离 莽 平方 和 , 它 尺 映 了 因素 4 在 三 种 水 
平 上 的 试验 平均 值 之 闻 的 差异 程度 ;同样 ,Ss、Se 分 别 为 因 吉 8 引 
起 的 启 差 平方 和 与 因素 CC 引起 的 离 差 平 方 和 ,分 别 反 映 了 在 其 自 
刁 的 三 种 水 平 上 的 试验 平均 值 之 间 的 差异 程度 .5s 为 误差 离 差 平 
方 和 ， 


一 般 情况 下 ,各 离 差 平方 和 的 自由 度 可 以 这 样 确定 ;假定 用 正 
+ 3350 + 


i 
J rr— 
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变 表 上.(s") 安 排 试验 ,而 实际 土 内 考 虚 9 个 因 案 Gm 三 rm) ， 刚 恕 
离 差 平方 和 的 自由 度 为 4 一 1 每 一 个 因素 引起 的 离 差 平方 和 的 昌 
由 度 为 一 1 ,误差 离 差 平方 和 的 自由 度 为 x 一 1 一 mm (s 一 1)， 

对 于 本 例 ,n 二 9,5= 二 3,m "二 3(m 二 4) ,于 是 ,Sr 的 目 由 许 为 8， 
SasSnSe 的 月 由 凡 为 2,5S5 的 自由 度 为 8 一 3X2=2. 

当 式 (10, 4. 2 假设 吾 w 成 立时 ,有 


可 42 4 
4 一 37 = Fi2,2) 


当 式 410. 4. 3) 假 设 五 成 立时 ,有 


Fs 一 六 ~ FC2,2) 


当 式 (10, 4. 4) 假 设 旦 ws 成 立时 ;有 
Fe 一 一 Se ee Fr2,2) 


Dg 
于 是 ,得 到 假设 地 6 、 慨 设 五 o .假设 五 的 拒绝 域 依 次 为 
Fa Fl2,2) (10. 4. 12) 
Fa > F.(2,2) 《10. 4. 13) 
Fe > Pt(2,2) C10. 4, 14) 
起 中 ,e 为 给 定 的 显著 性 检验 水 平 ， 


全 9 是 转化 率 的 实际 观测 值 ， 则 在 实 际 计 算 中 ; 
采用 如 下 公式 ; 记 


p=1( Ds) RS 


i= 1 dm 1 


读 了 
Q4 一 3 之 下 Qs = 3 
由 


J 一 1 


3 
Wc 一 3 访 ) 王 
了 
出 有 
SR 上 Sw 
* 35]1] * 
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Ss = Wa oo 一 Coc 一 于 
SE = Sr Sa Sg— Se 
在 本 例 中 ,经 过 试验 ,得 到 转化 率 的 实际 观测 值 为 
1 二 31 zz 二 54 Ts 一 38 
2z4 一 53 Xxs=49 2 一 42 
Tr 一 57 Ts 一 站 2 Ty = 64 
7- 不 难 算出 
Xi 二 41 xu 一 48 x= 61 
Ta 一 47 zp,=55 zp, 一 48 
zc 一 45 xc 一 57 Xzc = 48 


如 果 采 用 直观 分 析 法 ,可 归纳 成 表格 形式 ,如 表 10. 4. 5 所 示 . 


甫 10.4.5 
sw 本 
平均 转化 率 

水 平 1 41 47 45 
水 平 2 48 55 57 
水 平 3 ft1 48 48 
极 羡 20 8 12 
因素 主 次 3 2 
可 能 好 水 平 As B， C 


根据 表 10. 4.5 所 反映 的 因素 主 次 ,反应 温度 (4) 对 转化 率 影 
响 最 大 , 用 碱 量 CC ) 的 影响 次 之 ,反应 时 间 (2) 的 影响 最 小 . 
如 果 采 用 方差 分 析 法 ,其 计算 如 下 : 
“352。 
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已 一 言 x (31 十 54 十 十 64)? 一 22500 


二 (313 十 5 十 … 十 643) 二 23484 
Qa = 3 Xx C41 48: + 617) = 23118 
Qs = 3 XX (47: 十 55: 二 482) 一 22614 
Qc = 3 Xx (45 二 57 十 48:) = 22734 
于 是 ;有 
Sr = 23484 一 22500 = 984 
Si = 23118 一 22500 = 618 
Sa = 22614 一 22500 = 114 
Sc = 22734 一 22500 = 234 
Ss = 984— 618C— 114— 234 = 18 
计算 出 玉 检 验 统 计量 的 比值 ,有 
618 


Fi 一 TS = 34.3333 
由 

Fs = i = 6.3333 
2 

Fe 一代 8 一 13. 0000 


查 本 书 附 表 中 下 分 布 临界 值 表 ,有 Fo.05(2,2)= 二 19. 00,Foo(C2,2) 
一 99. 00. 容易 判断 ,只 有 因素 4( 反 应 温 席 ) 对 转化 率 有 显著 影 
响 ; 因素 B( 反 应 时 间 ) 各 因素 CC 用 碱 量 ) 对 转化 率 没 有 显著 的 影 
咯 ] . 

这 里 我 们 顺 恒 介绍 一 下 , 正 交 试验 设计 的 另 一 个 很 有 实用 价 
值 的 重要 应 用 是 ,不 假定 数学 的 理论 模型 ,采用 直观 的 分 析 方 法 各 
简单 的 计算 ,寻求 各 因素 水 平 搭配 的 较 好 试验 方案 . 简单 地 说 ， 就 
是 做 不 多 的 试验 ,得 到 较 好 的 方案 ” 

一 般 地 说 ,如 果 做 全 面试 验 , 可 能 会 找到 最 佳 方案 ,但 由 于 人 
力 . 物 力 . 时 间 等 大 量 耗 费 , 并 不 划算 ， 由 于 正 交 表 具 备 有 搭配 均 
衔 的 特点 ,因此 , 正 交 试验 设计 往往 能 够 只 做 少数 试验 而 找到 令 人 

+ 303. 
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满意 的 方案 . 下 面 我 们 仍 以 例 10.4. 1 的 数据 来 说 明 , 在 310.5 
中 还 有 一 个 这 方面 的 应 用 实例 . 

利用 正 交 试验 设计 寻找 因素 水 平 的 好 措 配 ,首先 是 在 已 做 试 
验 中 直接 找 出 其 中 的 最 好 的 组 合 水 平 . 对 于 本 例 , 是 希望 转化 率 
较 高 ,因此 最 好 的 是 第 9 号 试验 ,组 合 水 乎 是 4:BsC:- 然后 对 每 个 
因素 计算 各 水 平 的 平均 转化 率 , 取 每 个 因素 平均 转化 率 最 高 的 水 
平 构成 新 的 组 合 水 平 , 称 为 可 能 好 水 平 ,如 表 10, 4.4 最 末 一 行 所 
示 , 本 鲍 的 可 能 好 水 平 为 ;BC 有 时 ,可 能 好 水 平 与 直接 得 到 
的 好 水 平 是 一 狐 的 , 当 它 们 不 一 致 的 时 扯 , 按 可 能 好 水 平 补 做 一 次 
试验 ,与 直接 得 到 的 好 水 平 相 比较 , 优 者 即 为 选 定 的 好 的 试验 方 
案 . 如 果 选 定 的 方案 虽 有 改善 但 尚 不 很 满意 , 则 可 在 这 一 轮 试 验 的 
基础 之 上 重新 确定 因素 水 平 ,安排 新 一 轮 正 交 试验 设计 ， 在 最 后 
确定 试验 方案 时 ,由 于 已 分 析出 因素 的 主 次 (参见 表 10. 4. 4) ,在 
探 证 考察 指标 达到 要 求 的 前 提 下 ,可 遵循 “主要 因素 保证 最 好 水 
平 ,次 要 因素 以 节约 ,方便 为 主 ” 的 实用 原则 . 


三 .考虑 交互 作用 的 正 交 试验 设计 


主考 虚 因 素 之 间 的 交互 作用 时 ,进行 的 正 奖 试验 设计 在 形式 
上 可 以 将 交互 作用 当 作 一 个 因素 . 设 有 因素 4,B,C,… 等 , 记 因 
素 4 与 因素 B 的 交互 必用 为 4XB,B 与 C 的 交互 作用 记 为 Bx 
C, 依 此 类 推 ， 

pe 
用 正 交 表 安 排 试验 方案 时 ,不 能 完全 任意 地 将 所 考虑 因素 放 在 正 
交 表 的 各 列 上 ;需要 遵循 一 定 的 原则 ， 比如 ,将 因素 A4、B 任意 放 
在 正 交 表 的 两 列 后 , 则 交互 作用 AXB 必须 根据 A.8 已 放 位 置 而 
放 到 指定 的 询 上 , 热 后 在 空余 的 列 上 任意 选 定 因 素 C 的 位 置 , 此 
时 交互 作用 有 AXC、BXC 又 分 别 必须 根据 及 .C 的 位 置 和 B,C 的 
位 置 放 到 指定 的 列 上 去 . 依 此 类 推 , 直 到 所 有 因素 放置 完毕 .这 
个 过 程 称 为 正 交 试验 设计 的 表 头 设计 . 

“354 。 
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如 何 确 定 交 互 作用 的 位 置 呢 ? 可 用 正 交 表 的 两 列 间 交互 作用 
表 确 定 . 有 一 类 正 交 表 , 范 关 给 出 了 相应 的 交互 作用 表 ， 如 才 
10,. 4. 6 所 示 , 是正 交 表 Lat2 ) 的 两 列 问 交互 作用 表 


开 10.4.€ 


[| 
oe tw 
Le 
-i 

cy 

LE 


两 列 间 交 互 作用 表 的 用 法 如 于 :例如 用 Lt2") 安 排 试 验 ,如 果 
因素 4 放 在 第 1 列 , 因素 B 放 在 第 3 列 , 则 在 表 10.4.6 中 找到 对 
应 于 列 与 1.3 的 数字 为 2, 说 明 4AX8B 应 放 在 第 2 列 ;进而 将 因素 
C 放 在 余 直 的 列 比如 第 5 列 上 ,对 时 表 10.4.6, 则 4XxC 应 放 在 第 
4 列 ,BXC 应 放 在 第 6 列 . 如 此 设计 出 的 表 头 为 


列 尼 | 1 2 3 4 5 6 7 
因 训 | A AxB BB 4xC CC BxCc 


显然 未 头 设计 不 唯一 ,还 可 设计 出 其 他 形式 的 表 头 ， 
前 面 已 说 过 ,形式 上 将 交互 作用 当 作 一 个 因素 ,因而 此 时 选择 
正 交 用 时 ,应 注意 这 个 问题 ， 比 如 ,考察 因素 4、B.C 对 指标 的 影 
史 ,; 每 个 因素 取 3 个 水 平 ,s= 二 3 的 正 交 表 有 己 (3 和 Lort3”), 由 
于 考虑 交互 作用 ,不 但 要 考 虚 因素 4、B.C, 还 要 考 典 “因素 ”AX 
* 355 。 
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B.BXC.AXC, 因 此 必须 选择 "之 6 的 正 交 表 , 故 此 时 得 用 正 区 
表 上 wm(3”) 安 排 试验 . 

完成 了 表 头 设计 之 后 ,试验 方案 由 “真正 的 ”因素 (如 不 合 交 互 
作用 ?所 处 列 的 数码 确定 ， 按 这 些 组 全 水平 进行 试验 ,得 到 试验 于 
果 . 然后 ,对 所 有 “真正 的 “形式 的 ”因素 按照 前 面 不 考虑 交互 作 
用 时 的 分 析 、 检 验方 法 ,检验 各 个 因素 对 考察 指标 的 影响 基 否 显 
著 . 

最 后 说 明 一 点 ,有 的 正 交 未 的 交互 作用 要 占 了 将 列 ， 如 三 sy 
(32) , 当 因 4 . 刁 分 别 取 第 1 列 和 第 2 列 ,交互 作用 4X 巨 则 要 
同时 放 在 第 3、 第 4 列 ; 分 别 记 为 (4XB) 与 (4XB)s 这 种 情形 
不 便 做 查 观 分 析 , 可 用 方差 分 析 法 ,交互 作用 XB 的 效应 离 差 平 
方 和 Qaxs 由 (AXB), 和 (AX 8B); 的 效应 离 莽 平方 和 Quxs, 与 
Quwxa 合并 而 成 ,相应 的 自由 度 相 加 、 

正 交 试验 设计 的 内 容 非常 丰富 ,这 里 只 作 了 简单 的 介绍 ,有 兴 
元 的 读者 可 参 侧 有关 专 门 著作 - 


8310.5 应 用 实例 


方差 分 析 方 法 和 正 交 试验 设计 具有 非常 广泛 的 应 用 前 景 , 这 
里 介绍 的 两 个 具体 实例 ,仅仅 反映 了 两 种 方法 实际 庶 用 的 一 个 俩 
而 . 


一 ,用 方差 分 析 法 确定 最 佳 培训 方案 


随 着 社 会 的 发 展 、 科 学 技术 的 进步 ,许多 行业 对 从 业 人 员 的 玖 

术 素 质 的 要 求 越 来 越 高 ,尤其 是 一 些 技 术 水 平 要 求 较 训 的 行业 , 比 

如 电子 行业 要 求 工 人 具备 较 好 的 技术 素质 . 由 于 各 种 客观 原因 的 

影响 ,不 少 行业 从 业 人 员 的 技术 索 质 还 不 理想 ,为 尽快 解决 这 一 问 

题 ,比较 可 行 的 办 法 是 首先 培训 一 批 技术 骨干 ,然后 带动 全 面 技术 

素质 的 提高 . 那么 ,挑选 什么 样 的 人 员 作 为 技术 骨干 来 培训 呢 ? 下 
" 356 * 
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面 的 实例 是 确定 最 佳 培训 方案 的 探讨 . 

对 于 从 业 人 人 员 的 状况 ,比较 容易 量化 且 对 培训 效果 有 影 啊 的 
因素 为 人 员 的 年 零 大 小 和 工 稚 长 短 ,; 下 面 根据 某 工厂 职工 培训 的 
情况 来 进行 方差 分 析 . 培训 效果 即 为 考察 指标 ,由 学 习 成 绩 、 培 训 
后 工作 业 续 综合 按 百分制 计 ，. 

记 被 培训 人 员 的 年 龄 因素 为 4, 工龄 因素 为 8. 在 这 个 实际 
问题 中 , 需要 适当 地 划分 因素 4、B 的 水 平 ,以 免 出 现 某 些 组 合 水 
平 没有 观测 值 ， 比 如 ,年 龄 18 岁 而 工龄 10 年 的 职工 是 几乎 没有 
的 . 根据 具体 情况 ,将 因素 A4、 因 素 B 的 水 平 确定 如 下 : 

4i: 年 龄 不 超过 25 岁 ; 4: 年龄 超过 25 岁 . 

5 : 工 齿 5 年 以 下 ; 吾 :: 工 龄 5 年 及 以 上 ， 

这 个 厂 首 批 培训 了 37 名 束 工 , 塔 训 效 果 如 表 10. 5. 1 所 未 ， 


这 10.5.1 


B: 


86 87 76 79 85 
总 | 82 93 82 88 91 
75 85 79 84 


82 B82 80 B4 75 83 
4, 77 82 84 0 16864181 8 83 78 78 31 
75 85 80 86 的 9 


由 表 10.5.1 的 数据 ,建立 不 等 重 复试 验 两 因素 方差 分 析 柳 
型 ， 
记 培 训 效 果 的 效 据 为 Ii#7tO—= 1 » 2， ;二 ] ;2 此 一 ni3 这 里 M1 


0 .nis = 5 + Hal 一 一 5 Hz 一 各. 
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z= SD i=1,2 


ni 十 lig Tel kl 


了 
和 ] . 
,i 二 一 一 一 下 站 1= 1,2 
tt 人 
1 2 
证 1， 一 二 他 4 1 一 is27 二 1,2 


可 得 各 离 差 平方 和 
Sr = 一 Su Cr = 一 了 


iml jml 4ml 


2 时 
Sa > > unl.. 了 Tr)? 


i=l] j=1 
2 袜 a 时 
Sa 一 Zr — TY 
jel fl 
它 时 加 
Saag 一 2 > nr 一 二 人 十。 十 TT 
it 一] j=l 


DE 一 六 > > Com = vi) 
各 离 差 平方 和 的 目 由 度 依 次 为 36,1,1,1,33. 
查 玉 分 布 临界 值 表 , 有 
Fo.ostl ,33) 一 4. 14 Fotl,33) — ?7.7 


于 是 ,得 到 方差 分 析 表 如 表 10. 5.2 所 示 ， 
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家 10.5.2 


re om | em | re | ra 
eo | re | vo om ras 
rm | | vem 
mem] | 
[mm 


上 述 分 析 结 果 表 明 , 年 龄 因素 C4) 工龄 因素 CB) 对 培训 效果 

均 没 有 显著 的 影响 ,但 它们 的 交互 作用 对 培训 效果 的 影响 是 显著 
的 - 因此 ,在 确定 培训 骨干 时 , 变 辣 时 考 虚 年 龄 和 工龄 的 情况 - 考 
察 因素 4 和 因素 B 的 各 个 组 合 水 平 的 培训 效果 ,有 

Xu = B81. 7778 Tis: = BF. 2000 

Xa = 81. 8000 Ti = 80. 8333 
可 发 现 组 合 水 平 (41、Bs) 的 培训 效果 最 好 . 于 是 我 们 得 出 结论 : 
在 培训 技术 骨 于 时 ,可 首先 挑选 从 业 时 间 较 长 同时 年 龄 较 轻 的 人 
员 作 为 骨干 ;他们 的 培训 效果 比较 好 ， 


二 .应 用 正 交 试验 设计 改进 机 械 加 工 工 艺 


某 广播 器 材 厂 生产 的 数字 微波 中 继 机 ,是 我 国 某 地 区 的 数字 
微 数 通信 工程 的 主要 设备 , 要求 性 能 可 靠 ,使 用 安全 、 方 使 且 使 用 
寿命 长 . 因此 ,对 该 机 果 用 的 元 器 件 的 各 项 指标 要 求 高 ,尤其 是 本 
振 源 中 的 稳 频 腔 更 为 突出 . 稳 频 腔 的 性 能 取决 于 腔 体 的 乒 寸 精 
度 、 内 表面 光 清 度 等 质量 村 求 . 例如 ,耦合 孔 壁 厚 要 求 为 0. 2-o: 
《 即 豆 厚 为 0. lmm 至 0. 2mm 之 间 为 合格 ); 内 所 光洁 度 变 求 达到 
10 级 以 上 . 根据 性 能 要 求 ,原材料 条 用 低 脱 系数 合金 4 32, 该 材 
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料 给 留 前 加 工 带 来 很 大 困难 ， 为 此 ,该 六 确定 了 如 下 的 三 个 研究 
束 题 ; 

《17 合理 选择 刀具 材料 ,提高 刀具 耐用 度 ; 

(2) 对 切削 三 要 京 找到 合理 的 好 措 配 ,使 得 0. 2_ .1 整 厚 达 到 
要 求 ; 

(3) 采 用 滚 压 方式 ,选择 合理 参数 ,使 内 筷 光 洁 度 达 10 级 以 
J 

针对 以 上 课题 ,在 机 械 加 工 过 程 中 运用 正 交 试验 设计 ;取得 了 
明显 的 效果 . 下 面 主要 把 解决 0. 2_o.1 壁 厚 变形 问题 的 正 交 试验 
设计 介绍 一 下 . 

根据 课题 要 求 和 以 往 和 经验, 试验 中 将 刀具 牌号 选 成 要 考察 的 
因素 之 一 ;将 急 前 三 要 素 ( 即 主轴 转 数 ,切削 深度 、 进 给 量 ) 中 的 主 
轴 转 数 和 切削 深度 也 选 为 考察 的 因素 ,而 将 进 给 量 图 定 , 取 为 
0. lmmyn， 确 定 要 考察 的 因素 的 水 平 如 表 10. 5. 3 所 示 ， 


囊 10.5.3 
因 豪 水 于 
刀具 牌 寻 CA) As:YT15 
主轴 转 数 C8) B:235 转 / 分 
切 衣 课 度 (C) Cy :0, Ofmim 


采用 正 交 表 工 (2 安排 试验 ,在 试验 中 国定 的 因素 还 有 :刀具 
的 几何 参数 (一 25" ,ao 一 12 oa 一 8 等) 以 及 冷却 润滑 液 ( 混 合 
油 ). 

试验 方 察 及 试验 绪 果 如 表 10. 5.4 所 示 . 
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ABO) 
AzBiC: 
AlBsC: 
Bol, 


作为 试验 结果 的 合格 件数 ,是 指 在 该 条 件 下 ,一 个 刀具 能 加 工 
合格 品 的 件数 ,当然 是 意 大 傅 好. 由 表 10, 5.4 看 出 ,直观 的 好 措 
配 为 第 3 号 试验 ,试验 方案 为 ; 刀具 有 牌号 YG8( 钨 销 类 ) ,主轴 转 数 
235 转 / 分 , 切 前 深度 0. 06mm. 采用 该 方案 后 ,生产 出 5 件 合 梅 品 
才 换 刀具 , 比 其 他 三 个 方案 前 产 率 高 很 多 . 

进行 简单 的 计算 ,得 

4 一 3. 5 TB 二 1. 5 zc 一 .5 
YA4 一 1 za 一 3 xc 一 3 


归纳 成 表格 的 形式 ,如 表 10. 5.5 所 示 ， 


表 10.5.5 
平均 合格 件数 
水 平 1 1.5 3. 5 1. 5 
水 平 2 3 1 3 
极 差 1.5 2.5 1.5 
因素 主 次 2 并 列 》 ] 2 并 列 ) 
可 能 好 水 平 B: Al CC 


”361。 


一 = TE pi ei 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 ww fi neprint, com cn 


简单 的 计算 给 出 的 可 能 好 水 平 为 4,B:C: 与 直观 的 最 好 水 平 
《第 3 号 试验 ) 一 致 ， 简单 的 计算 还 表明 刀具 牌号 (因素 4A) 为 主要 
因素 ;应 保证 它 取 最 好 水 平 TG8. 

该 三 按 正 交 试 验 设计 提供 的 方案 ; 即 刀 具有 牌号 为 了 G8, 主轴 
转 数 为 235 转 / 分 ,切削 深度 为 0. 06mm ,其 他 条 件 不 变 , 在 这 个 条 
件 下 投产 ,基本 上 解决 了 0.2-o.1 壁 厚 变 形 问 题 - 

接 奢 ,又 用 正 效 表 志 (2 ) 做 了 后 道 工 序 中 滚 压 的 试验 , 解 磊 了 
光洁 度 问题 , 邯 达 到 了 10 级 以 上 ， 

这 样 , 通 过 为 数 不 多 的 刀 个 试验 ,得 到 了 好 的 生产 方案 该 三 
用 好 方案 投产 ,合格 品 率 由 原来 的 50 色 提高 到 98 多 ,工时 减少 到 


原来 的 之 ,提高 了 经 济 效益 ,并 且 保证 了 长 期 稳定 生产 的 水 平 ， 
习 题 十 


1. 用 四 种 不 同型 号 的 仪器 对 一 种 零件 的 表面 光洁 度 进行 检 
查 ,每 种 仪器 分 别 在 同一 零件 的 表面 检测 4 次 ,得 数据 如 下 : 


仪器 型 号 光洁 度数 据 
A —0. 21 —0. 06 一 0.17 —0. 14 
A 0. 16 0. 08 0.03 0. 11 
A 0. 10 —0.07 0. 15 一 各 02 
A 0. 12 一 全 04 一 水 02 0.11 


问 四 种 型 号 的 检测 仪器 其 调 量 结果 有 没有 显著 差异 ? 
2. 抽查 茶 地 区 三 所 小 学 五 年 级 男 学 生 的 身高 ,得 测量 数据 如 
下 : 
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小 学 
第 一 小 学 
第 二 小 学 

三 小 学 


128. 1 
150.3 


140. 6 


134. 1 
147.9 


143. 1 


身高 数据 (ecm? 

133.1 138.9 140.9 127.4 
136.0 126.0 7 150.7 155.% 
144.5 143.7 148.5 146.4 


试 检验 该 地 区 这 三 所 小 学 五 年 级 男 学 生 的 平均 身高 是 否 有 显著 的 


人 差异? 


3. 某 一 实验 室 有 一 批 优 特 计 ,它们 经 常 被 轮流 用 来 测量 电 
压 . 现在 任 取 4 只 伏特 计 , 每 只 伏特 计 用 来 测量 电压 为 100 优 的 恒 


定 电动 势 各 5 次 ,得 下 列 测定 信 ， 
快 特 计 
Al 110.9 101.1 
As 100.2 100.9 
As 100.8 100.7 
A 100.4 100.1 


调 基 位 数据 
100.8 100,8 100, 4 
101.0 100.6 100. 3 
100.7 100. 4 100.0 
100. 3 100, 2 100.0 


各 这 几 只 伏特 计 的 测量 结果 有 天 显著 差异 ? 
4. 和 粮食 加 工厂 用 4 种 不 同 的 方法 贮藏 粮食 ,贮藏 一 段 时 间 
后 ,分 别 抽 样 化 验 , 得 到 粮食 合 水 率 的 数据 如 下 : 


这 藏 方法 
I 
1 
了 


N 
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8. 3 
7 
5, 4 


9. 心 


粮食 含水 率 数 据 


?7.6 8. 4 8.3 
?7.1 


?+.0 
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试 检验 这 4 种 不 同 的 贮藏 方法 对 粮食 的 含水 率 是否 有 显著 的 影 
响 ? 

5。 对 木材 进行 抗 压强 度 的 试验 ,选择 三 种 不 同比 重 (g/cm’) 
的 木材 41、 有 4，、4;, 分 别 按 三 种 不 同 的 加 荷 速度 (kg/cm*， 分 钟 ) 
B1、Bs、Bs 对 三 种 木材 进行 加 压 , 济 得 木材 的 抗 压强 度数 据 (kg/ 


cm ) 如 下 : 
加 衍 速 度 
Bs B: 
木料 比重 


试 检验 木材 比重 以 及 如 荷 速度 对 木材 的 抗 压 强度 是 否 有 显著 影 
啊 ? 

6. 在 橡胶 生产 过 程 中 ,选择 四 种 不 同 的 配料 方案 A1、A;、A,， 
44 以 及 五 种 不 同 的 硫化 时 间 B1、B、B;、B4、B; ,分 别 对 所 得 产品 
测量 抗 断 强 度 ,得 测量 数据 如 下 (kgycm- )， 
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试 检 验 不 同 配 料 方 案 以 及 不 同 指 太 化 时 间 之 则 ,产品 前 抗 断 强度 
是 否 有 显著 差异 ? 
7. 某 种 化 工 过 程 在 三 种 少 度 .四 种 温度 水 平 下 得 率 的 孝 据 如 


l4, 10 
9, 


试 检验 浓度 ,温度 对 得 率 的 影响 是 否 显著 ?交互 作用 的 影响 是 否 显 
著 ? 

8, 三 位 操作 工分 别 在 四 台 不 同 的 机 器 上 操作 三 天 的 日 产量 
如 下 ; 


操作 工 
B, 
机 夫 


试 检验 : 
(1) 不 同 机 髓 之 间 日 产量 是 否 有 显著 差 寞 ? 
《2 不 同 操作 工人 之 间 日 产量 是 否 有 显著 差异 ? 
《3) 奖 互 作 用 的 影响 是 否 显 著 ? 
+ 365 。 
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3. 某 工厂 对 含有 锌 锅 有 毒物 质 的 废水 进行 处 理 ,采用 正 交 斌 
验 设计 ,探索 沉淀 法 进行 一 级 处 理 , 选 定 因素 及 水 平 如 下 ， 


因素 
ee 


rm eo mn | 


假定 不 考虑 因素 间 的 交互 作用 , 试 选 择 适 当 的 正 交 表 安排 试验 ,并 
与 出 第 3 号 .第 5 号 试验 的 试验 方案 
10. 茶农 场 为 了 提高 水 稳产 量 , 选 定 如 下 因素 及 水 平 进行 试 


验 ， 
i 栽种 侯 度 | 。 施肥 量 


水 平 1 一 府 叶 育 2 号， 


(1) 不 考 虚 因 素 间 的 交互 作用 , 试 选 择 适当 的 正 交 表 安 排 试 
” 验 , 并 写 出 第 5 号 ,第 8 号 试验 的 试验 方案 ; 
(2 考 起 因素 间 的 交互 作用 , 试 选择 适当 的 正 交 表 安 排 试 验 ， 
写 出 表 头 设计 ,并 写 出 第 3 号 试验 的 试验 方案 . 
11. 某 厂 为 考察 铁 损 情况 , 选 定 四 个 因素 ,每 个 因素 取 两 种 水 
平 ,如 下 表 所 示 ， 
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因 素 


假定 任意 两 个 因素 之 间 均 没有 交互 作用 . 现 用 诗 交 表 工 s(2 ) 
安排 试验 ;日 将 退火 温度 ,退火 时 间 . 原料 产地 、 轧 程 分 配 分 别 放 在 
第 1.2.4.7 列 ,经 试验 所 得 结果 如 下 : 


1 2 4 7 ] 铁 报 
试验 生 退火 温度 | 滥 火 时 间 | 原料 产地 轧 程 分 配 | 《多 
! | 1 | |! 1 

| oo. 

| 


0.75 


请 先 用 直观 地 简单 计算 ,分 出 因素 的 主 次 ,再 检验 每 一 个 因素 对 铁 
损 的 影响 是 否 显 车? 
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习题 答 案 


习 题 一 


1. (DABC (2) ABC 3)ABC 
47AUBUC (SIABUBCU AC 
‘6ABCUABCUABC 
(TIABCUABCUABC 
(8)ABC (9)ABC 

2. (1){3,4,5,.. ,18} 

(C2) {HHH, HHT, HTH, HTT, THH, TTH, THT, 
了 了 了 | 

《3)15 6 7 上 

(4){ 力 胜 , 乙 脏 ,平局 } 

《5 Ty) TO yO0,2>0,Ty 二 z> = 二 1]} 

3. DO. O1473 

4 an 

5. C120. 1285 (2)0. 1499 

6. 0. 2756 

7. 0106. 4 和 区 10 (C200.0316 (3)0. 0825 

8. (17)0. 083 (2)0.05 

9。 不 是 ;B= 二 A。 

10. (1)0. 4 (2)0.5 

11. 0. 2304 


| 9 
12, (DE 《21 方 (2) 


13. 0. 862 ,0, 126 
8 


14. 五 
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15.0.1140 


50 
wo 81 


20. 


21. 


| ca| rs 


22. (D3 。 (2) 卫 (3)5 
23. 3/5 

24. 0, 225 

25. 0. 0985 

26. 0. 0893 

27,0. 0441 

28., 0. 9979 

29.0. 9524 

30, 0. 4798 

32.1—(1—p)" 

33. C1})0. 25 (2)0. 75 (C3) 


34. 0. 3312 


1 
2 


1 
六 下 4) 


35. C1)0.765 (2)0.22 (3)0.015 
36. Pl=r (rs re— rr ) r 一 六 (3 一 3r2 十 4 


疡 5 一 《ra rs—rers)" 


三 0 | 
t= 上 ) 心 . 75 0. 2045 


2, {1}P{X=E} | 过) 
(DIPIY=m}= 0]—p)"!p 
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2 
心 0409 


23 
24 


3 


J. 0046 


中 一 [0 ,2 


1 一] 9 
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3. 27/38 


4.0<sa<] 
5. CDX~ BC4, 王 ) 
加 直人 者 一 下 
(AP {X=h) = k=0,1,2,3,4 
C3s 
6. 1.0737 XxX 10-2 
7.0.2642 
8. 0. 0902 
9. 1 一 in3,0. 3005 
10, 
x 一 3 1 2 
而 1 1 
PIX=Zx.} 3 » B 
D 这 一 3 
王 一 3 和 了 <1 
Fr) = , 
6 1 < 村 < 
1 2 六 
11. OFia})—F ta—0) (C2)F ta—0) 
(C3)1—F (a—0) C4)1—FCa) 
二 小 _l1 了 
12. (1)A=3 B= 一 C2) 
1 1 _ 
(3) f(z)== 了 去 co<cz< 忆 十 co 
让 
13，F(o) 一 全 
0 工 世 和 0 
P{r 人 1}=0, 2642 P{X¥>3}~—0.1991 
14. tl1)A=1 
。370 。 
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一 所 生 < 


(2)F (rT) 
1 一 本 er Eh 
3 二 4 < 
15. (DE I Pel 
1 1 和 @x 
a 
(2)2 一 -3 
人 
16. (1)2/(1—e-’) CL 
17. 2/5 
18. 3/5 


19. (1) 2 2) 
20. (1)0. 0062 (2)0.1140 
21. (1)0, 2266 (2)0. 2902 
22. >>184Cem) 

23. (1) 第 二 个 (2) 第 一 个 
24. 5<228¢ 小 时 ) 

25. 57. 975 60. 63 


习题 三 
一 
2 


(2) Fx(t) = +tarctg > 一 oor 二 oo 


Fy(z) = (+arctg 一 co<Cyc 十 ce 
le 0 
0 立 2D 
TI 一 ecoob yO 
| y=>0 


1. (1)4= 方 B= 


呈 .。 (1)F ytr) = | 


Fy{y) = 


(2)0. 5117 
者 371 恒 
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1 工 字 ] ,y 之 1 

让 0&x<1,0<y<1 
F(z, 轨 一 二。 0Sz<l,y2>1 

0 yl1 ,XT 守 ]1 

0 其 他 


Y 


2 
三 
12 
二 
12 
2 
12 


5. C17)0.27 (2)0.69 
(3)0. 53 《400. 3 (5)0, 25 


6. < 一 所 光一 0.15 
WE 
8. (De 一 二 (2)p=79/256 (3)p=0 
9. (1)0. 9499 
(FL) = (1—e-Y}(l—e-Y) x 0,y>0 
0 其 他 
10. (D5 (2)0.1207 
11, CD 于 C2) 半 
12. 1—e-” 
13.c 二 6,X 和 了 相互 独立 
.372 。 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www fineprint, Com cn 


14. {1) 相 互 独立 (2) 不 独立 
15. wa 一 279 月 一 179 
16. 当 j 一 2,3，: 
(一 ;一 放 一 产 1 
当 ; 一 1 2, 
PlY=j|X=i}=p(li—p TT! ji 


Ep 


1 
17。 当 0<<z<< 记 ale- 0 
0 其 他 
请 0<sczr< 二 
当 0 和 3》 二 :3 frixty |x)= 2 
0 其 他 


A 
18， pto=| 叶 可 


0， 工 妆 站 
19. €1) 当 YO fxr ly = Fx(x) 
(2) 


20. 


分 l 
1 1 1 
P{2Z=x,} 4 2 站 


PE 


22. P(X+Y=m) = 
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切中 加 


23. 7 一 P( 之 ,3 87) 


1 
24. ; 
25, 0.8185 
Fytyy Yy>0 
26. Ft )=| 
YoY 0 yO0 


27. (2)fy(y) = 


1 Gy—p) 1 1 
exXD[ 一 十 一 二 一 exp| 一 
~ NT pL 20° ~ ANAT 
vy VOY 之 1 
28, Fy(Y)} = 下 
其 他 
?SO 
29. 并 YY 一 411 一 1 一 yy 0<yEl 
1<<y 
一 -0<y 过 1 
so 
其 他 
F(z) | 和 
人 ] 一 e 一 Ze 这 
0 zz 过 人 0 
Frt | 
2 ze + 0 
于 (一 ez) 0<z<h 
名 
wt 0 过 x1 
oo 1<z 人 2 
0 其 他 
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Cy 


20: 


] 


yO 


yO 


33. 六 ie) 一 去 生生 及 


1 

i+z’ 
习 题 

1.E(X)=0.8 

2. E(X)=0 DX)=2 


3, ECX)=1 DCX) 一 二 


4. NE DOX)=(2—3)0 
5. 平均 搜索 时 间 为 二 


. 6. E(Y) =0 E(Y*)= 考 


EE 
1 十 葡 


8. E(Y)=2 E(2) 一 访 


7. E(w) = (le ) 


4 3 1 
9,. EX)= 5 EY) 5 ECXY) = ; 
2 16 
五 (站 让) 一 医 
10. EL 十 代 ,) 一 2e 1 十 3e™? 
ll. EtXY)=2 E(X+T+Y)=]11/3 


12. ECX:4YY)=2 DX:+Y)=4 
13. 平均 售 10[1 一 (10)59] 次 


14. ECA)=1 
1 
一 人 0 
18 
15, 一 
9. 80 


l?.covtX,Y)=0,pxr=0 
18. 六 和 Y 了 不 相关 ;不 相互 独立 。 
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19, D(X+Y)=85 D(X—Y)=37 
21. (2Z) 一 本 D(Z)=3 pxw=0 


下 和 2 相互 独立 
习 题 五 

3 13 
1 之 2, i 
4. 0. 522 5, 由. 954d4 
86. QO. 9525 7.0.8164 
8 0. 348 9. 0. 2119 
10. nn2 守 35 


习 题 六 
2. {1}x=65.5 5 一 39. 8872 
2) 区 一 100.91 52 一 1.6355 
3. Zz 二 6.9 s=1. 8412 
#4, C1)0. 132 C2)0. 2628 


5.E(X)=0.5 DR) 一 已 
8. 0. 6744 
7.0,1 
B.D. 985 
9. EC(R)=n DR)=2 
10. 101) 
习 题 七 
| 1 
1 (1)4 一 浆 (2) 为 一 部 
加 
(3)0 一 [一 如 (4)0 一 元 一 
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TEL 


» 
2. 《1)8=— (2)p 一 去 
> ,lnX 
一 1 
(3)6= 2 x 
i=1 
(5)$—2 
3. 二 二 1147( 小 时 ) 二 下 二 7570( 小 时 》 
5 = 
?0n—1) 


7. Dr 最 小 


83, 2 ai 一 二 1 一】 | 
r=1 


9. (992. 16,1007. 84) 
10. (17(5. 608 ,6. 392) (2205.558,6, 442) 


ln (Zu ) 


12. (4. 8652,6. 1348) (1. 1539,2. 2853) 
13. 55. 204,444. 037) 

14. C6. 7T6X 10™ ,6. 54 X10™°) 
15.《 一 0.002.0. 006) 

16. C0. 0299 ,0. 0501 7 

17. (0. 136,6. 163) 

18. (0. 222,3. 601) 


19. 6592. 471 
20. 74. 035 
习 古 八 
1. 接受 瓦 。: 1 一 26 2. 接受 Ho : 4 一 54 
3. 接受 五 。: Pr 一 3. 25 4. 接受 Ho : Fr 一 1260 
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5， 接 受 Ho : 史 一 400 6. 拒 和 化 五 。: 5 二 0.048{ 不 正常 ) 
7. (1) 拒 绝 叶 。 (2 接受 万 。 
8. 拒绝 互 。: 后 一 mA 人 (有 显著 差异 ) 
9.【《1) 接 受 五。: 中 一 号 (2). 接 爱 于 :j=pjw 
10.《 先 检验 五 。: 吕 = 中 ) 接 受 Ho : 和 一 
11.《 读 检验 村 so : 于 一 到 ) 拒 第 Ho :ji 一 jp 
10.《 先 检验 五。: 形 一 吧 ) 拒 第 Hs: jn== pw 
13. (1) 接受 Ho : 所 400 
《2 接受 万。 : 记 空 jt 围 比 乙 显 著 大 ) 
(3) 新 工艺 对 平均 寿命 有 显著 提高 
14， 接受 五 。: o 负 过 态 
15. 该 四 面体 不 义 称 
16- 可 试 为 服从 泊 松 分 布 
17. 不 能 试 为 服从 泊 松 分 布 
18。 接受 于。 19. 不 能 认为 服从 正 态 分 布 
20。 可 以 认为 总 体 服从 正 态 分 布 


可 题 九 
(Yi — yo) CT Lo) 


1. $= 
人 > ri—x0)’ 


#mm ] 


慌 (Yi Yo) 《xi 一 二 ] 
新 一 工 之 ， (一 一 六 一 一 一 一 一 一 


2. y=162. 9037(x—1) 
3. 《1) 可 以 (2) y=6. 2825 十 0. 1831z 
4. (1) 显著 (f= 二 28.0300 或 r= 二 0. 9076) 
《273 一 11.4609 十 2. 6214x 
* 378 ， 
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5. (1) 显著 (Ff 一 912. 8036 或 > 一 0 9940) 
(2)5=0.1241,a=0. 6672,0:=]1, 4065 

6. (1)b=0, 8706,4=67. 5088,0:=0. 9561 
(2) 显 著 (f 二 3362. 6780 或 了 一 人 9990) 


2 2 +6:; = > Thy 
i=1 


iur | f= 


pb, Tar 十 吻 之 人 一 Ta yy; 
8. (1)a=9. 9000,8=0. 5750 
b=0.5500,D =1,1500,0=0. 2292 
y=9. 9+0. 575zx; 二 0. 55zs 二 1. 15zs 
(2) 显 著 (Ff 二 15.1709) 
9. y 一 和. 8054 二 2. 6698 X10-3azz 十 略 5326z， 
10. (C1)6=8. 9762 ,4 一 1.1189 ,ad2 一 3.447X10-3 
$=1. 1189+ 
《21 显著 ( 瑟 一 21375. 2748 或 > 一 0 9998) 
11. (1)6=1.1996,4=106. 2880,0°=0. 4024 
回归 显著 (r==0. 8896) 
(2)6=—9. 4380,4=111. 4270,0:=0. 19823 


回归 显著 (r 一 一 0. 9472) 
(3)y~=a 十 之 据 合 最 好 
12. (1)a—9. 2446,5,=—2.0149,b,=0. 1994; 
全 一 和. 3023;y=9.246—2. 0149x 十 0. 1994x? 
(2)R" 一 0. 9231, 回归 显 堵 了 一 14. 4006) 


习题 十 


1. 让 二 7. 2083, 特 别 显著 的 差异 。 
2. 玉 二 4. 3717, 显著 差异 。 
* 379 -。 
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3. 下 二 4.0720, 显 著 差 异 。 
.下 一 3.1884, 无 显著 影响 。 
. 下 ,二 96. 8793, 木 材 比重 影响 特别 显著 ; 
Fa 一 1.6034, 加 压 速 度 无 显著 影 啊 。 
. 下 ,二 10. 5586, 配 料 方案 之 间 差 异 特 别 显 症 ; 
Fe 一 44. 9584, 硫 化 时 间 之 间 差 异 显 盖 。 
,下 ,二 4. 0923, 浓 度 的 影响 不 显著 ; 
Fp 二 0.7077, 温 度 的 影响 不 显 着 ; 
Faxg—=0. 8308 ,交互 作用 不 显著 。 
- 二 0. 5323, 机 器 之 间 无 最 闭 差异; 
Fs 一 7.8871; 填 人 之 间 差 异 特别 显 着 ; 
Faxs 一 7. 1129, 交互 作用 特别 显著 。 
选用 Ls(2 ) 安 排 试验 。 
10.。(1) 选 用 了 (30 安排 试验 。 
(2) 选 用 元?(32) 安 排 试 验 。 
11. 因素 主 次 为 :中原 料 产 地 ;名 退火 温度 ,退火 时 间 ( 并 列 ); 
国 林 程 分 配 : 下 4 二 0. 0603 ,Fg 二 0.0603, Fe 一 0. 3769,Fp 一 0, 每 个 
因素 对 铁 损 的 影响 都 不 显著 ， 


EI 中 


| 


一 了 


Se 


Pa 


s 中 且 全 
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附 表 1 泊 松 分 布 表 
es eA 


1— F(x—1)=2) 


r=x Fl 


0 


1. 0000000|1. 0000000|]1. 0000000|1., 0000000|11. 0000000 
0. 18126902 10. 2591818 10, 32068001 0, B23460 | O. 451188 
0. 017523110. 0360363|0. 06515519| 0. O90204 | fd. 121901 
0. 0011485|0. O035995 |0. O079263| 0O., O14 0. O23115 
0 O00568 10. O0265810. 0007763| 0. DDL752 | 0. 003358 
0. 0000023|0. 0000158|0,. G000612| 0. 00017? 内 。 虫 避 咎 洒 导 前 
0. O00001 0. 0000008|D. O000040| O, 000014 | 0. 000039 

QO. 000002| 0. O00001 | OD. O00003 
| | | i 
1. 0000000|1. 0000000|1. 0000000|1. O000000f1. G000000 
心 S04415 | O. SSOG7T1 | 0. S99430 | 0. 632131 | 0. 698806 
0. 155805 Ff 0. 191208 | DO. 227518 | 0. 264241 | 0. 337373 
0. O34142 | 0. G47423 | O. O62857 | 0. 080301 | 0. 120513 
必 05753 | DO. O9080 [| 0. O13459 | 0. 018988 | 0. 093769 
0. ODTBE | OO- DO14I1 | 0. O02844 | O. 003560 | 0. O07746 
0. O00090 | 小 000184 | .000343 | 0. 000594# | 0., 001500 
全 009 | DO. O0021 1 O.000043 | 0. O00083 | 0. O00251 
d. O000] | D. 000002 | 0. 000005 | 0. 000016 人 N, GO03F 
0. 000001 | dO. DOH005 
0 O0001 


| 


| 


[| 
二 


Treeieh 
1. 000000 | 1.000000 | 1. 000000 
0O. T53403 | BG. 798103 | OO. 834701 
DO. 40817 | OO. 475069 | 0. 53716 
0. 166502 | 0. 216642 | 0. 2693790 
0 053725 | D. D78813 | 0. 108708 
DO. O14253 | 0. O23682 | DO. 036407 
- DO3201 | 0. 006040 FO. O2097s 
- O0622 | DO. O01 | 0. OO 
必 
各 
9 
各 


00107 | 0. 000260 | DO. O00562 
" 000016 | O. O00045 [0.000110 
0. O0002 : OOO07F | 0. 000019 
: 00000] | 0, OOO003 


全 二) 


下 | 


= 48]1] * 


i a, rr a i - PP 
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附 表 及 绽 ) 


心 - 917915 
0. 712703 
四 - 46187 


四。 交 寺 于 十 吕 生 


0- 10RB822 
DO. M2021 
0. O14187 
0. OA247 


心 . O01140 


-DO0277 
个 - 站 和 性 站 在 
D0. IHMIO13 


0. HO02Z 


" 382 + 


0. 950313 
个, B00352 
0D. S76810 


0. 352768 


0 184737 
0. OA3918 
0. D0335409 
0.011905 


0. O03803 


0. 001102 
0., 000292 
0. O07 1 
.000016 


0. 00003 


0d. O00001 


1 000000 
四. 本 站 归 D3 
.B11 
0. 679153 
0. 4634367 


0 274955 
.二 二 于 
0. 065z288 
0. 026739 


0. 0093 和 74 


0. 003315 
站 011 
0- 0007289 
0. 00076 


0. 000019 


让. 和 DO 本 


0. D00001 


站 .991 6 
+ 和 
-761897 
， 中 丰 二 纯 站 


.下 3 
+ 37 
- 10674 
- 31134 


:D21363 


0. 00R132 
0. O02640 
0 000915 
各， 000274 


0. 00076 


0. 0000¢20 
0. 000005 


0. G00001 
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1- 000000 
人 BE91 


站 人 9OL 


0. B26422 


0. G3770€ 


从 .7 
.247070 
和 从。 放生 和 丰富 
0. OB6SBSG 


心 - O40257 


心 - D1TOH3 
0. 06669 
DB. Oa 
0. 000805 


人 0. D00252 


0. 000074 
0. O00020 
00005 


0. 000001 


1. O0000 
0 9993262 
收 .和 5 和 57 
0O. B75448 


Hr 


0. 559507 
人 D- 3 人 049 
OD. 237617 
0. L34372 


0., 0686004 


DO. O31828 
.13 
,D5 53 
0. O201 


0 O00E9B 


心 . O00226 
0., D00069 
0. O00070 
0. 00008 


办- 个 局 站 性 站 二 


附 表 2 ”标准 正 态 分 布 表 


DO- 
心 ， 
0. 
心 ， 
D. 
.0 
0G. 
0. 
必 - 
0. 


Ok oO Pd dh 
二 


[= 上 胞 国人 


[| 
出 


注 : 表 中 来 行 床 冰 数值 Be. 0) Gs ee 0) 


4 中 让 导 
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PDF 文件 使 用 


附 表 3 及 分 布 表 
Piyan) Xn = 


1 

了 0.0 
3 心 . 
和 心 。 
5 0. 
9] 由， 
7 由 
B l. 
中 1- 
10 Fa 
11 再 。 
3. 
13 3, 
1 二 
1 4, 
了 5, 

17 5. 

14 6, 

19 中 。 

2 了 
21 |- 二 
22 号 . 

23 9 
卫生 号 . 
5 10. 
26 11 

27 11 

28 12 

| 13 

3 13 

31 14 
Ee 15 

了 3 15 

3 1é 
了 5 1+ 

3 所 1 
可 了 18 
本 中 1 
39 19 

Eh 20 

#41 2 

7 22 

43 22 

三 4 23 

45 

中 人 4 内 本 


drFactory’ 


em 


i 人 


+ O20 
11s 
297 
554 
872 
239 
G46 
O88 
“与 
3. 053 
3. S71 
4- 307 
t. €60 
5. 2 
5- B12 
看 ， 业 站 号 
了 O15 
7. 633 
8. £60 
§. B97 
9. S42 
10. 136 
10. B85 
11. 要 之 二 
12.-. 198 
12. #79 
13, 565 
14. 257 
1 54 
4- $53 
1 .32 
17- 074 
17. 789 

- SD9 

+ 43 

和 站 

- 有 号 

,在 

" 164 

+ 

. B50 
39 
25- 148 
25- 901 


Bee 


不 ner no 


12. 401 
13. 120 
13. Ba4 
1] 573 
15. 308 
1€- Oa7 
16. 791 
17. 539 
1B. 291 
19. 047 
19. 806 
20. S69 
Z1- 了 3 和 
22. 106 
22. BIA 
之 3- 布 5 过 
习 4- 和 了 3 
25. 215 
25. O99 
26. ?85 
2Z7. 5475 
8. 366 


DO- O04 
0. 103 
0. 452 
心 . 711 
1. 145 
1. 必 35 
2- 167 
2. 了 33 
3- 325 
4. 全 个 
-375 
5. 了 2 在 
5. 9 
6. STL 
7. 261 
了 - 964 
8.- 看 了 世 
9. 390 
10. ly 
10. 851 
11. 591 
12. 338 
13. 091 
13- 4 各 
14. 611 
15. 379 
16. 151 
16. 929 
17. 708 
18. 3 
19. 2£1 
20. O72 
0. B67 
1 二 
全 半生 避 
于。 这 帮 村 
4 075 
| 
25, §45 
26. S09 
27. 326 
BB. 工 二 二 
28. 965 
29. 78T 
30. 61 


en) 


0. Dis 
0. 211 
四. 558 有 a 
I. 054 
1- #10 
+- 204 
2- 生 333 
EE 
-16 各 
.5 
5S. 7 
| 
了 - 042 
7- 了 30 
B. 5S€7 
-9-312 
0. 08S5 
下心- BES 
.31 
了 交 - 亲 业 了 
13. E40 
了 和 收 二 主 
1 和 有 
15. $+9 
] 丫 。 冯 于 子 
17. £92 
i. 1i# 
18. 939 
19. 7658 
1 上， 
之 卫 . 站 可 生 
22.271 
3. 110 
二 3 要 5 
2 797 
25. 643 
宇 看 - 起 99 外 
二 
28. 19€ 
29. 051 
29. 907 
了- 7 看 
31. 625 
了 之 - 芭 有 了 
33. 450 


Hr rb rt = 


0. 102 
0. 575 
1. 213 
1. 9Y3 
2. 075 
EE 
二 了 
5. O71 
3- B99 
€. 737 
7- 5 二 
自 . 二 3 
号 . 地 二 时 
10. 165 
it.037 
11. 912 
12. 742 
13.€75 
1- 32 
15. £2 
卫生 -了 站 
17. 240 
18. 137 
19. 037 
19. 938 
20- 局 才 3 
21. 749 
22- 57 
23. SE° 
24. 7 
25. 330 
2 34 
7. 219 
4 
29- D4 
29. 973 
30. 93 
31- 815 
$72. 7 37 
33. &60 
4 55 
354. $10 
3 在 -4436 
37.363 
3 zy ] 


Pi) > }=a 


1 1. 323 2. TDS 
2 2. 773 直 . 05 
3 世 ， 寺 如 总 | 
4 5. 385 7. 779 
石 ,石子 必 号 - 芝 呈 丰 
帮 7. 841 10. G45 
了 9., O37 12. 017 
8 lO. 于 时 13.- 362 
9 11. 389 了 和- 而 息 二 
i106 12- 549 15. 987 
11 13. 701 17, 275 
12 1 县 445 1 有 BR 5 
13 15. 本 二 1 12 
14 17. E17 21. O64 
15 1 十 划 55 22. 307 
1€ 19. 369 之 加 -下 
17 -二 此 丰 2 Tb 
18 21. 505 25. 9389 
19 22. F718 之 二 . 22 人 0 站 
20 23. Bz 28. 417 
21 4. 935 29. £15 
22 26. D39 30. 8&13 
?3 27. 141 32. 007 
2 28- 过 和 41 43. 1 中 
25 29. 339 3 3 
之 而 30- #435 55- 5 全 导 
27 31. 2# 36. 741 
了 8 32. 看 工 避 3 了 . 916 
9 943. ?11 39. DB? 
了 4. BO 县 办 -25 在 
31 35. BB? 上 . 志 下 于 
了 之 36- 837 了 3 生产 - 后 各 于 
33 38. O58 丰年 - 了 才 5 
34 39. Ll Lk 
35 业 个 。 站 作 全 二 在 、 心 宁可 
六 看 1 4 是 了, 过】 二 
47 并 站 ,3 有 3 Ee | 
38 昌 了 3- 看 好 之 市 
39 4 39 SD. 60 
[4 对 5 省 直 省 S51.805 
41 者 丰 .性 号 卫 五 卫 。 本 生 号 
妈 立 对 7 了 站 在 5S- D9 
43 导语 丰 必 5 和 5 交心 
起 归 虹 9. 要 二 对 PT 可 让 如 


50. 分 呈 5 S57- S05 
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3 可 有 1 
3. 9 
7. #15 
9- 488 
11. O71 


上 之- 592 
1t. O67 
15. 307 
16. $1 
18. 307 


19. &75 
二 1 D2 帮 
区 
23. 685 
24. 996 


£6. 396 
27. 587 
28. 869 
全 
31- 410 


了 名- 必 7L 
.92 和 
35. 172 
3 15 
37- 652 


38. 85 
40. 113 
4241- 337 
42- 557 
43. 773 


ET 筷 记 村 
二 在 -了 号 业 
7 冯 必 性 
准 县 . 石 人 0 学 
外 9 县 0 人 


S50. 998 
33.142 
3 训 内 丰 
9 本 - 572 
55. 758 


3 
58- 124 
359. O04 
0. 481 
61. 656 


5, O24 
了 . 37 各 
号 ， 卫 4 上 
Ll. 143 
12.833 


14- 449 
16- O13 
i. 353 
19. 023 
20. +83 


21- 920 
23. 337 
24. +36 
26- 119 


27. 4B8 


28, 45 
30. 191 
1. S22 
32. 52 
34. 170 


35. 到 了 号 
36- ?8B1 
38. O76 
Ei | 
志 个 ， 石 由 看 


有 1- 号 2 了 
有 3. 
考生 - 甩 丰 1 
95. 了 了 22 
6. 7 


业 站 - 立 于 如 
业 日 ,半生 站 
S00. 725 
5 耶 1 
53. 203 


bp KE 
35. 68 
56.896 
38, 120 
S59- 342 


60. 561 
61. 777 
62. 990 
4. 201 
65. 410 


6. 


11 
13 
15 


] 
19 
20 
21 
23 


2 生 
2 
27 
£9 


33 
了 4 
3 
37 


38 
和 他 
41 
下 之 
对 时 


有 45 
表 丰 
所 
EE 
se 


12 
53 
4 
5 在 
可 


58 
S99 
61 
62 
63 


在 二 
和 站 
7 
大 
6 


LE 


9.210 


+ 
"277 
- O86 


-B12 
4 过 7 了 5 
- 心 3 心 
。 刁 丰 眉 
- 209 


?25 
-17 
- 和 上 吕 
< 卫生 


30. 578 
32. 


DO 
:对 避 实 
- BOS 
- 191 
+ 


:时 32 
" 2 
“3 总 
. 38O 
+ 41 


+ 看 呈 立 
+ 册 右 且 
278 
:S88 
- 392 


‘191 
+ 二 放生 
"176 
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